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HOOFDSTUK I. 



Inleiding. — Geschiedkundig overzicht. 

§ 1. De oplossing der vierkants vergelijkingen is ia 
meetkundigen vorm reeds bij Euclides te vinden : de 
verdeeling eener lijn in de uiterste en middelste reden 
(Eucl. II, 11) komt toch neer op de oplossing van de 
vierkantsvergelijking 

x^ '=:a{a — x) 

en de constructies: 

,in een gegeven driehoek een parallelogram van gege- 
„ven oppervlakte te beschrijven, dat met den driehoek 
,een hoek gemeen heeft*' (VI, 28) en „aan een gegeven 
„driehoek een parallelogram van gegeven oppervlakte te 
„beschrijven, dat met den driehoek een buitenhoek ge- 
„meen heeft" (VI, 29) geven *) de meetkundige oplossing 
van de vierkantsvergelijkingen 

x{a — ic) = 6 en a? (a -h a;) = 6 . 

Heron van Alexandrië (100 v. Ohr.) heeft de alge- 
meene vierkantsvergelijking reeds algebraïsch behandeld'): 
hij vindt voor de middellijn d van een cirkel, waarvoor 



*) Deze opmerking is van Matthiessen. Zie Cantor. Vorlesungen 
über Geschichte der Mathematik l, Kapitel 12. 
*) Cantor. Kapitel 49. 
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de som van de oppervlakte, den omtrek en die middellijn 
zelve gelijk S gegeven is 

d = -^ (tX154S-+.841 — 29) 

hetgeen niet anders is dan de oplossing van de vier- 
kantsvergelijking 

-J-Tra 4-7rd + d = S 
4 

22 

als men 7r=-=- stelt. 

DiopHANTOS, ± 300 n. Chr. (?), geeft ook de bekende 
oplossing der vierkantsvergelijking, maar verklaart die 
onmogelijk, als niet de tweedemacht van de halve coëf- 
ficiënt der onbekende verminderd met den bekenden 
term een kwadraatgetal is >). 

Ook bij de Indiërs vindt men de oplossing der vier- 
kantsvergelijkingen; zij hebben die van de Grieken over- 
genomen. Het onderscheid tusschen de verschillende 
vormen der vergelijkingen 

aa;^+6rrr=c ax^ = bx -\- c ax^ -{- c=zbx 

vervalt bij hen, omdat zij ook met negatieve getallen 
rekenen. Ook komen bij hen en bij de Arabieren de 
twee wortels eener vierkantsvergelijking te voorschijn *)• 
§ 2. Wat de derde-machtsvergelijkingen betreft, Archi- 
MEDKS, 287 — 212 V. Chr., komt er het eersïe op, door 
het vraagstuk: een bol zóo door een vlak te snijden, 
dat de inhouden der beide stukken eene gegeven ver- 
houding hebben. Hij beweert *) dat de vergelijking 

x^ — ax^-h-^a^bzzzO 

oplosbaar is, d. w. z. een positieven wortel heeft, zoolang 



*) Cantor. Kapitel 23. ^) Cantor Kapitel 33. 
*) Cantor. Capitel 14. 



b < —a is. Zijn bewijs voor de juistheid dezer bewering 

is echter verloren gegaan. 
Ook DioPHANTOS komt tot eene derdemachts vergelijking 

x^ — S x^ + S X — 1 = x^ ^ 2 X -h B 

waaruit hij vindt a; = 4 '). Hoe hij tot den wortel van 
deze ontbindbare vergelijking komt, is echter een raadsel. 
De Indiër Bh^skara (geboren 1114) lost de vergelij- 
kingen 

a:^ + 12 a?= 6 rr^ + 35 en a;^ — 2 {x^ -+■ 200 x) = 9999 

op door ze te schrijven 

{x — 2f = 27 en (a;^ + if = (2 a: + 100)^ ') 

Ook de Arabieren kwamen niet verder met de oplos- 
sing der derdemachtsvergelijkingen ^) 

Leonardo van Pisa geeft (1225?) de oplossing van 
de vergelijking 

/ -f- 2 a?^ -h 10 « = 20 

met eene verbazende nauwkeurigheid: zijne waarde in 
eene sexagesimale breuk verschilt minder dan Vs eenheid 
van de tiende decimaal van de juiste waarde *). 

Hoe hij aan deze waarde komt, blijft echter duister. 

§ 3. Alle pogingen om de algemeene derdemachtsver- 
gelijking op te lossen waren vergeefsch, totdat in het 
begin der zestiende eeuw, waarschijnlijk voor het eerst, 
de Italiaan Scipione del Ferro de vergelijking 

x^-k-ax^zb (1) 

oploste. Eerst in 1545, minstens 30 jaar later^ deelde 
HiERONiMO Gard AND deze oplossing in zijn boek „Ars 
magna de rebus Algebraicis" mede. 



1) Cantor. Kapitel 23. >) Cantor. Kapitel 29. 
') Cantor. Kapitel 35. ^) Cantor. Kapitel 42. 



De twee vergelijkingen 

u — 1; = 6 en uv^:z( — a\ (2) 

behoefden slechts opgelost te worden om voor x te vinden 

x = l^u —-^v. (3) 

Cabdano bevrijdde ook de algemeene derdemachts- 
vergelijking van den tweeden term en loste de vergelijking 

«^ -f- ttic -f- 6 = O 

op voor alle teekencombinaties van a en 6. Hij vond 
ook de drie wortels der derdemachtsvergelijking en wees 
op het onherleidbaar geval *). 

In diezelfde Ars magna geeft Cabdano ook de bekende 
oplossing van de vierdemachtsvergelijking 

x^ -{- ax^ + c=:bx (4) 

zooals die gevonden is door zijn 23-jarigen leerling luigi 
Febbari ^). Het eerste lid wordt tot een volkomen vier- 
kant gemaakt: 

{x^ -h V^c -h tf— (2 ix^c — a 4- 2 <) a?^ -f- 6» -f- <^ + 2 < V^c(5) 

vervolgens wordt over de hulpgrootheid t z6o beschikt, 
dat ook het tweede lid een volkomen vierkant wordt. 
Daartoe is noodig: 

<^4-(3v^c — i.a)«^-h {2c — al^c)t = jb^ (6) 

Hieruit is t te vinden. Wordt dan uit beide leden van 
(5) de wortel getrokken, dan kan x uit eene vierkants- 
vergelijking bepaald worden. 

§ 4. De Fransche wiskundige Vieta (1540—1603) gaf ^) 
van de vierdemachtsvergelijking eene eenigszins andere 
oplossing dan Febbabi. Ook hij verdrijft eerst den twee- 



ï) Cantor. Kapitel 64, 65, 66. >) Cantor. Kapitel 69. 



den term. maar hij komt door de invoering van de 
hulpgrootheid y van 

ic*4-na?^ 4- pa?-+-g' = (7) 

tot {x^ -h yf = (22/ — n)x^—px -hy^ — q. (8) 

Het tweede lid wordt een volkomen vierkant als 

y^— Y ^ y^— 3» + -3- (4 nq—p^) = 0. (9) 

Een wortel hiervan kan bepaald worden. Verder is dan 

^ + y={-- 2(2ir=^)) ^^27^ (^^) 

en hieruit wordt x gevonden. 

ViETA werd dus geleid tot eene derdemachtsvergelij- 
king, die hij ook eenigszins anders oploste. Hij verdrijft 
eerst weer den 2d«n term; vervolgens stelt hij in 

x^'hBax = 2b (11) 

a — 2/^ 

y 

Daardoor gaat de vergelijking over in 

y' + 2by^ = a^ (12) 

die gemakkelijk kan worden opgelost. 

§ 5. Descabtes ') geeft in zijne , Geometrie", die 't eerst 
in 1637 verscheen, eene nieuwe oplossing van de vierde- 
machtsvergelijking. Deze methode bestaat in 't splitsen 
van het eerste lid in twee factoren van den 2<ien graad. 
Van Schootbn heeft in zijn bijvoegingen bij 't werk van 
Descartes de methode eenigszins gewijzigd door onbe- 
paalde coëfficiënten te gebruiken. Hij stelt 

a?* — px^ — qx -i- rz=z{x^ -i- yx -h z) {x^ — j/ a? + v) (13) 

Hij krijgt zoo drie vergelijkingen ter bepaling van 3/, 
z en V. Door eliminatie van z en v hieruit vindt hij 



1) Cantor. Kapitel 76. 
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/ - 2 p 2/* + (p' - 4 r) 2/2 - g' = O (14) 

waaruit y weer te bepalen is. Vervolgens kunnen z en v 
gemakkelijk gevonden worden en daaruit ook de twee 
tweedegraadsfactoren van de vierdemachtsvergelijking. 

§ 6. De HoUandsche wiskundige Johannes Huddb, 
vele malen burgemeester van Amsterdam, gaf in 1657 
ook eene oplossing ') van de kubische vergelijking, die 
niet zakelijk verschilt van de Italiaansche oplossing. Hij 
stelt in 

a?^ -f-na? -|-p = (15) 

x^zy + z (16) 

'waardoor hij vindt 

2/^ ■+- 2^ •+• (3 2/z 4- n) (2/ H- 2) -h p = O (17) 

Hij beschikt nu over y en z zóo, dat 

3yz=z — n en dus y^z^ = — p (18) 

wordt. Uit deze twee vergelijkingen vindt hij door elimi- 
natie van z: 

/ + P2/'-^»' = (19) 

waaruit volgt: 

8 



-V-h-Vl 



y^y -TP^l/ ^p' + ^«' 



X 



Zoo vindt hij de formule ook door Cardano gegeven: 



+l/-|p-|/'ip'+i»'- (20) 
§ 7. Wat de hoogere- macht s vergelijkingen betreff, heeft 



') Cantor. Kapitel 76. 



Cardano in een geschrift „De Regula Aliza" dat in 1570 
verscheen, behandeld de zesdemachts vergelijking 

/ .4- ax^ -f- aV + a^= 6a;^ (21) 

Hij beschouwt deze vergelijking eerst als ontstaan door 
de eliminatie van y uit 

xy = a en x^ -i- y^ -\- x^y -f- xy^ :=:b (22) 

Uit deze twee vergelijkingen leidt hij af 

(x-hyf = 2a{x^y)-hb (23) 

waaruit hij a? -f- j/ vindt. En nu zijn x en y afzonderlijk 
gemakkelijk te bepalen *). 

§ 8. ViETA gaf in 1594 de oplossing van eene verge- 
lijking van den 45sten graad, door van Room en opge- 
geven ^). 

Hij ontdekte dat de vergelijking het verband weergaf 
tusschen de koorde van een boog en de koorde van het 
45ste deel van dien boog; hij bracht de oplossing terug 
tot de oplossing van twee derdemachts- en éene vijfde- 
raachtsvergelijking en hij vond er de 23 wortels van, die 
hij alleen kon vinden, zoolang men slechts positieve 
wortels van vergelijkingen toeliet 

§ 9. TscHiBNHAus (1651—1708) gaf in de Acta Erudi- 
torum van 1683 eene verhandeling ^), waarvan de titel 
„Methodus auferendi omnes terminos intermedios ex data 
aequatione" meer beloofde dan de inhoud gaf: hij 
meende in staat te zijn uit elke vergelijking. 



X 



n . _ _n— 2 



'ha^x'' ^ -f- -f. a^_^ a? -h a^ = O (24) 

met behulp van eene andere vergelijking 

^n-l^ j^^n-2 ^ j^^n-3 ^. . . . . + f,^_^^ + 5^_^ + y (25) 

waarin de grootheden 6^ , . . . . b^_^ voorloopig onbepaald 
bleven door eliminatie van x eene vergelijking 

^) Cantor. Kapitel 66. ^) Cantor. Kapitel 68. 
») Cantor. Kapitel 87. 
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y'' + ^/"' + -..- +Vi!/^^n = (26) 

af ie leiden, waarin door eene geschikte keuze van de 
waarden ft^ , . . . b^_^ de grootheden c^ , . . . c^_^ nul kon- 
den worden, zoodat de laatste vergelijking zou worden 

2/" + c„ = 0. 

Dit gaat goed, zoolang w 3 of 4 is. Voor n = 5 voert 
TscHiRNHAus echter de berekening niet door: trouwens 
hij moest stuiten op onoverkomelijke moeilijkheden. 

§ 10. EüLER (1707—1783) geeft in de „Comm. Acad. 
Petropol." van 1732 en 1733 eene verhandeling *), waarin 
hij de oplossing van vergelijkingen van den 2^^^, 3<len 
4den graad terugbrengt tot die van den Isten^ 2den^ 3den 
graad. 

Om de vergelijking 

x^^ax-^b (27) 

op te lossen stelt hij b.v. 

x=f^A^l^B. (28) 

Hij vindt dan dat A en B de wortels zijn van de 
kwadratische resolvente (aequatio resolvens) 

z^=:bz-^a\ (29) 

Behalve x^ r= 1>^A -h l^B geeft hij nog de wortels 

a?2 = iii 1?^A -h V 1?^B en x^ = y 1?^A -h fi 1?^B 

als jti en v de complexe derdemachtswortels der een- 
heid zijn. 

Voor de oplossing der vergelijking 

x^znax^-i-bx + c (30) 

vindt hij op dergelijke wijze 

X = IXA 4- l^B -h 1X0 (31) 

1) Cantor. Kapitel 105. 



9 
als A, B, G de wortels zijn der kubische resolvente. 



'-i-^-^(*^"^«^)^-^"è" 



z^ = ~az^-j^{4.c^a')z+^b'. (32) 

De vier wortels zijn dan 

iTj = V^A 4- l^B + v^C a?3= — l^A + l^B — i^C 

iï?2 = lx'A — ix^B — V^C a;^ = — V^ A — l^B -Mx^C 

Ook blijkt de vierdemachtsvergelijking oplosbaar te 
zijn met behulp van eene kubische resolvente, wanneer 

wordt gesteld 

Dit doet EuLER vermoeden, dat bij elke vergelijking 

eene resolvente 

2 zzzaz — pz -t-/2 — .... 
te vinden moet zijn door 

X = y/k 4- ï^B -h p^C -h . . . . 

te stellen. Euler meent ten onrechte, dat al geeft het 
vraagstuk hem voor w = 5 moeilijkheden, die moeilijk- 
heden te overkomen zullen zijn en het vraagstuk ook in 
dit geval zal kunnen opgelost worden. 

§ 11. Bezoüt ') lost de de derdemachtsvergelijking 

x^ -\- p3^ + qx -^ T^=zO 

X I o, 

op door a en 6 in t/ = r zóo te bepalen, dat door 

substitutie van deze waarde de vergelijking eene bino- 
mische wordt: 

Het blijkt, dat a en 6 uit eene vierkantsvergelijking 



^) Mémoires de rAcadémie Royale des Sciences de Paris 4762, 
bldz. 17—52. 
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te bepalen zijn. y is dan uit de binomische vergelijking 

te vinden en daarna x uit rr=: :p. De uitdrukking 

voor X wordt als men p =r O stelt : 

Bbzout heeft getracht deze oplossingsmethode uit te 
breiden tot vergelijkingen van hoogeren graad. In 

X -^ p X -^ q X 4-... = U 

X \ CL 

stelt hij weer y = -; t . Hij vindt dan natuurlijk, dat 

de coëfficiënten dezer vergelijking aan zekere voorwaar- 
den moeten voldoen, wil de vergelijking in j/, die door 
substitutie ontstaat, binomisch worden. Maar als aan de 
voorwaarden voldaan is, is de vergelijking oplosbaar en 
wordt 

Het blijkt dus, dat Bezoüt zoo wel komt tot de oplos- 
sing van hoogere-machtsvergelijkingen van bepaalden 
vorm, maar niet tot die van algemeene vergelijkingen. 

§ 12. Al deze pogingen hebben het vraagstuk van de 
algebraïsche oplossing van algemeene hoogere-machts- 
vergelijkingen twee eeuwen lang niet verder gebracht: 
men was in 't bezit van enkele oplossingsmethoden voor 
algemeene vergelijkingen van den derden en van den 
vierden graad, die zich niet lieten uitbreiden op verge- 
lijkingen van hoogeren graad : men kon enkele hoogere- 
machtsvergelijkingen van bizonderen vorm oplossen, maar 
daarbij bleef het. 

Eerst toen men tot combinatorische beschouwingen 
kwam, werden nieuwe gezichtspunten geopend. Deze waren 
reeds bij Huddb, Saünderson, Le Seür te vinden *); 



*) Vergelijk H. Burkhardt. Die Anfange der Gruppentheorie und 
Paolo RuFFiNi, in : Supplementband zu Zeitschr. für Math. u. Physik, 
37ter Jahrgang 1892, Seite 120—159. 
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Waring (Miscellanea analytica, 1762) bewijst zelfs, dat 
de functiën van de wortels a?^, x^^ a?g, x^ eener vierde- 
machtsvergelijking 

^1 ^2 "*■ ^3 '''4 » V^l "^ ^2 ^3 ^4' ' (^1 ^2 ^8 ^4' 

daar zij door permuteering der indices elk slechts drie 
verschillende vormen kunnen aannemen, uit kubische 
resolventen te vinden zijn, welker coëfficiënten in de 
coëfficiënten der vierdemachtsvergelijking kunnen uit- 
gedrukt worden. Maar eerst de verschijning van twee 
belangrijke verhandelingen van Vandermondb en van 
Lagrangb in 1770 brengt de oplossing van het vraag- 
stuk verder. 

§ 13. Vandermondb ') merkt op, dat een wortel a 
van de vierkants vergel ijking 

a:^ — (a -h 6) a? -f. a 6 = O (33) 

eene functie van de coëfficiënten a-t-è en a6 moet zijn. 
Daar de vergelijking niet verandert, als men de wortels 
a en 6 verwisselt, moet 6 dezelfde functie van a -h 6 en 
ab zijn. Dit is alleen mogelijk, als de bedoelde functie 
tegelijk twee verschillende waarden kan voorstellen b.v. 

y j a 4- 6 H- |/(aH-6)2-4a6J (34) 

welke vorm in a overgaat als men voor den wortelvorm 
a — 6 en in 6, als men voor den wortelvorm b — a schrijft. 
Evenzoo behandelt Vandermondb de derdemachtsver- 
gelijking 

x^ — (a 4- 6 -h c)a?^ H- (ab -|- 6c -t- ca)x — abc =2 0. (35) 

Hij zoekt eene functie van a-f-6-f-c, ab -h bc '\- ca 
en abc, die naar verkiezing a, 6 of c kan worden. Het 
blijkt dat de uitdrukking 



^) Mémoires de 1' Académie des Sciences, année 1771. Paris 1774, 
p. 365—416. 
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^ja + 6 H- c +-p^{a + r'h + r^cf -h i^{a -h r^'ft + r'cf j (36) 
^( ) 

waarin r' en r" complexe derdemachtswortels der eenheid 
zijn, gelijk aan a, & of c wordt, als men voor de daarin 
voorkomende wortelgrootheden neemt 

a -f r'6 + t"c en a 4- /'6 H- r'c , 
r' (a + r'6 -h r'^c) en r'^ (a + r^^b -f- r'c) of 
r'^ (a -h r'6 -h r^^c) en r' (a -f- t% h- r'c). 

Het is nu de vraag of deze vorm te schrijven is als 
eene functie van o4-6-hc, ah -^ hc -h ca en abc alleen. 
Daarvoor zal 't in de eerste plaats noodig zijn dezen 
vorm zulk eene gedaante te geven, dat hij niet verandert, 
als men a, 6 en c onderling verwisselt. Het blijkt bij 
ontwikkeling der Sdemachten onder de worlelteekens, dat 
deze door letterverwisseling slechts twee verschillende 
waarden kunnen aannemen: 



(a + r'b -h r"cf = a^ ^ b^ ^ c^ — 

o 



^ ^ {a% + b\ -h c\ - ah — b\ — c%) |/- 3. 

De eenige verandering, die hierin door letter ver wisse- 
ling kan ontstaan, is deze dat de vorm 

a% + b\ + c^a — ah — bh — c% (37) 

van teeken verandert. Vandermonde vervangt deze door 
den wortel uit zijn kwadraat en zoo heeft (36) eene ge- 
daante gekregen, die uiterlijk onveranderd blijft bij elke 
letterverwisseling. De vorm (36) is nu symmetrisch ge- 
schreven in a, 6, c; het gelukt Vandermonde nu ook 
gemakkelijk, die waarde uit te drukken in de elementaire 
symmetrische functiën a + b '\' c^ ab-^bc -{- ca, abc. 

Algemeen formuleert nu Vandermonde het vraagstuk 
aldus (p. 370): 
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On voit dès k présent que pour un degré quelconqne 
la condition essentielle de la résolution générale étant 
de trouver une fonction de la somme des racines, de la 
somme de leurs produits deux & deux, de la somme de 
leurs produits trois è, trois, etc, qui soit indifféremment 
Tune quelconque de ces racines, cette recherche peut se 
partager en trois chefs: 

1^. trouver une fonction des racines de laquelle on 
puisse dire dans un certain sens qu'elle egale telle de 
ces racines que 1'on voudra; 

2^. mettre cette fonction sous une forme telle qu'il soit 
de plus indifférent d'y écbanger les racines entre elles; 

3°. y subslituer les valeurs en somme de ces racines, 
somme de leurs produits deux k deux, etc. 

Vandermosdb neemt om 't 1ste deel van het vraagstuk 
op te lossen voor de n^* machtsvergelijking, de functie 
{r\ r" , zijn de wortels van (r** — - 1) : (r — 1) = 0) : 

— ja-f-64-c-+- -f-ï^(a4- r'b -h r''c -h )** H- 

+ r'Ca -h r'^6 -h r"'c -f- . . ..f -h . . . . + 

-I- ir' (a 4- r"*"^6 -4- r'^'^'^c + . . . T] • (38) 

Neemt men voor de wortelgrootheden verschillende 
waarden, dan kan deze vorm inderdaad gelijk aan a, 6, 
c, . . . . worden. 

Ook met het 3cle deel van 't vraagstuk stuit hij op 
geen enkel bezwaar: is eenmaal een vorm gevonden, die 

door geen enkele permutatie der a, 6, c, verandert, 

dan kan deze symmetrische functie van de wortels altijd 
door de coëfficiënten der vergelijking worden uitgedrukt; 
zijne herleiding is echter, ook tengevolge van eene om- 
slachtige en weinig doorzichtige notatie lang niet zoo 
eenvoudig als die door Waring ter zelfder tijd gegeven 
(vergelqk: Serrbt. Algèbre supérieure, tome I, p. 385). 

Bij het 2cle deel van 't vraagstuk stuit Vandermondb 
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op moeilijkhedeD : bij de 3de- en de 4de.machtsvergelij- 
kingen gaat alles goed, maar wanneer bij de 5de.machts- 
vergelijking de vorm (38) zóó geschreven zal worden, dat 
bij door letterverwisseling geen verandering ondergaat, 
blijkt dat niet zoo gemakkelijk te gaan; bij de 3de- 
machtsvergelijking bleek het eenige niet-symmetrische 
deel n.1. de zesterm (37) slechts twee verschillende waarden 
te kunnen aannemen, die zesterm was dus wortel van 
eene vierkants vergelijking en wel, daar die twee waarden 
slechts in teeken verschilden, van eene zuivere vierkants- 
vergelijking. Bij de 5de-machtsvergelijking echter kwam 
Vandbrmonde op dezelfde wijze reeds tot eene resolvente 
van den 6den graad. Evenzoo bleek de oplossing eener 
zesdemachtsvergelijking af te hangen van die eener resol- 
vente van den lOden of den 15den graad, die tot eene 
zesdegraad sresolvente teiug te brengen was. 

Resumeerende blijkt Vandermondb zich eene goede 
voorstelling gemaakt te hebben van den weg, dien men 
te gaan had om verder te komen: de meerwaardigheid 
van de functiën der wortels, het verband tusschen de 
functiën, die bij dezelfde permutaties der wortels onver- 
anderd blijven, heeft hij in bizondere gevallen nagegaan; 
den graad van de vergelijking, waaruit zulk eene meer- 
waardige functie te vinden, zou zijn, wist hij aan te 
geven; op den aard der resol venten heeft hij nog niet 
gelet en daaraan is het te wijten, dat hij de onmogelijk- 
heid der oplossing niet vermoed heeft. Daarvoor had hij 
trouwens moeten letten op het verband tusschen die 
permutaties der wortels, waarvoor zulk eene functie 
weer dezelfde waarde verkrijgt: hij had m.a. w. eene 
theorie der substituties moeten opbouwen, ') 



*) Eene Duitsche vertaling van de verhandeling van Vandebmonde 
vindt men in: /^Abhandlungen aus der reinen Mathematik von 
N. Vandermonde. In deutscher Sprache herausgegeben von Carl 
Itziqsohn. Berlin Juuus Springer 1888". 
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§ 14. Laqranqb is in dezelfde richting, hoewel in 
mindere mate te kort geschoten. Wat Vandermgndb 
in bizondere gevallen inzag, het verband tusschen som- 
mige functiën van de wortels, heeft Lagrangb algemeen 
bewezen. Terecht geeft dus de geschiedschrijver van de 
Académie in 't jaarlijksch overzicht ') aan Lagrangb 
den lof, dat hij bij zijn onderzoek meer het oog heeft 
gericht op de mogelijkheid der oplossing. 

On verra qu'il [Vandermgndb] s'est rencontre dans 
plusieurs points avec M. de la Grangb, mais il parott 
s'être plus particulièrement appliqué k simplifler les 
methodes de calcul pour les rendre praticables tandis 
que M. DB LA Grange s'est plus occupé des moyens 
de s'assurer a priori de la possibilité de la solution 
cherchée ou de la généralité des métbodes connues." 

Lagrangb onderwerpt in zijne j,Réflexions sur la theorie 
algébrique des équations" *) alle bekende methoden voor 
de oplossing van vergelijkingen aan een onderzoek. Hij 
begint met de oplossing van de derdemachtsvergelijking 
door HuDDB en merkt op, dat de wortelgrootheden, die 
in de uitdrukkingen voor de wortels 

3 8 

a= y ip + ixg-f- y —^p — i^q 

3 3 

8 8 

voorkomen, waarin q = -j^P^ "*" "97 ^^ (vergelijk (20) ) 



') Histoire de TAcadémie des Sciences, Année 1774 p. 49. 
•) Nouveaux mémoires de TAc. R. des Sciences et belles-lettres 
de Berlin 1770 p. 134-135, 1771 p. 138—254. 
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en « en |5 = a^ de twee complexe derdemaehtswortels uit 
de eenheid zijn, gemakkelijk rationaal in die wortels zijn 
uit te drukken. Men vindt 

8 



1 1 / T 2 



V 



Deze functiën van de wortels worden bij de oplossing het 
eerst berekend : de wortels worden dan gevonden uit de 2 
verschillende waarden, die de functie a -^ ab -i- a c bij 
verwisseling der wortels aanneemt. 

Deze zelfde handelwijze past Laqranob nu toe op de 
volledige derdemachtsvergelijking 

0^ 4- ma^ 4- na; -4- p = O (41) 

Hij neemt ') de lineaire functie Aa -^ Bb '\- Oe der 
wortels waarin A, B, C voorloopig willekeurige coëffi- 
ciënten voorstellen. Deze functie zal uit een zesdemachts- 
vergelijking te vinden zijn, daar zij bij permuteering van 
de wortels 6 waarden kan krijgen: 

Aa 4- B6 -h Co Aft 4- Ba 4- Ce Ac 4- Ba 4- C6 ) 

Aa 4- Bc 4- C6 A6 4- Bc 4- Ca Ac 4- B6 4- Ca i ^ 

Zal deze zesdemachts vergelijking er eene worden van 
den tweedemachtsvorm, zoodat, als r een wortel is, ook 
ar en c^r wortels zullen zijn, dan zal men voor A, B, C 
nJoeten nemen 1, or, a^; de 6 wortels worden dan 



r rr a 4- « 6 4- a^c , ar ^ ar 

2i 2 

« = a4-«c4-«ö, aa, a% 
en de zesdemachtsvergehjking wordt 



(43) 



«) Art. 7 p. -144. 
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/ — (r^ + «^) y^ + rV = O (44) 

r^ -h 8^ en rV worden in de coeflScienten der oorspron- 
kelijke vergelijking uitgedrukt, y is dan te vinden en uit 

a + «6 + a^c = y^, a -+- uh H-ac^ryg, a-f-6 + c = — m (45) 

zijn de wortels a, 6, c te bepalen. 

Lagkangb onderwerpt aan een dergelijk onderzoek de 
methoden door Tschibnhaus, Eulbr, Bezout gegeven ; 
hij laat telkens zien, dat de schrijvers komen tot resol- 
venten, waarvan de aard en de graad a priori zijn te 
te bepalen, als men slechts nagaat hoeveel verschillende 
waarden de optredende functien der wortels kunnen aan- 
nemen bij permutatie der wortels en hoe deze waarden 
samenhangen. 

§ 15. Lagranqe behandelt verder (Section II) de op- 
lossingen der bikwadratische vergelijking. Naar aanleiding 
van de oplossing van Vieta (Lagrangb noemt ze die 
van Ferrari) merkt hij op, dat de hulpgrootheden y en 

y/'^y — n, die het eerst bepaald worden (zie de vergelij- 
kingen (7) — (10)) eenvoudige functien van de wortels 
a, 6, c en d zijn. Men vindt toch: 

2/ = -^(06 4- cd) 

1 1 (46) 

\/1y — n = -^ (c 4- d — a - 6) 

Hierop grondt L. eene directe methode ter oplossing 
van de volledige vierdemachts vergelijking: 

«* -h ma;^ -f- nx^ -h paj 4- 5 = O (47) 

Hij merkt op (art, 30), dat 

u = aft 4- cd 

eene functie der wortels is, die bij alle mogelijke permu- 
taties der wortels slechts drie waarden kan aannemen: 

2 
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u^zzzab -^ cd 

W2 = ac + 6d { (48) 

Wg 3r ad -h bc 

Deze functie moet dus te vinden zijn uit een verge- 
lijking van den derden graad, welker coëfficiënten niet 
veranderen, als w^, u^, u^ onderling verwisseld worden, 
dus ook niet bij permutatie van a, 6, c, d. Deze coëffi- 
ciënten zijn dus symmetrische functiën van a, 6, c, d en 
dus gemakkelijk in m, n, p, q uit te drukken. 

Heeft men eene waarde van u, dan kan men, daar 
abcdz=zq is, v^rr aft en v^zzzcd vinden als wortels der 
vergelijking : 

v^ — u.v-\-q = Q (49) 

Verder is; 

— p—ab{C'\-d)'\'Cd{a + b) ) 

— mz= c -\' d -h a -+- 6 j ^ ^ 

Derhalve kunnen o + 6 en c + d berekend worden en 
daarmee a, 6, c en d afzonderlijk. 

Men zou even goed, zegt Lagrangb, van de functie 
der wortels 

s=zc -^ d — a — 6 (51) 

gebruik kunnen maken. A priori is te zeggen, dat deze 
B uit eene zesdemachtsvergelijking met bekende coëffi- 
ciënten te vinden is, waarin (de 6 waarden van 8 zijn 
twee aan twee op het teeken na gelijk) niet anders dan 
even machten van s kunnen voorkomen en die dus als 
eene derdemachts vergelijking is op te lossen. 

Kent men éene waarde van s, dan is ook bekend: 

ab-^cd^i ^ . (52) 

en dan komt men gemakkelijk verder. 

Op dezelfde wijze gaat Laqrangb bij de andere oplos- 
singen der 4de.inachtsvergelijking na, welke rationale 
functie der wortels telkens bepaald wordt en hoe de 
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vorm der resolvente moet afhangen van de verschillende 
waarden,' die deze functie bij onderlinge verwisseling 
van de wortels aanneemt. 

§ 16 Lagrangb gaat in de Mémoires van 't volgend 
jaar ') voort met de hoogere machtsvergelijkingen. Als 
te bepalen functie van de wortels x\ a;", x" . . . x^^) neen).t 
hij aan 

x' 4- yx" 4- y^x'' + 2/""^ x^^ (53) 

waarin y eene primitieve ^ide-machtswortel der eenheid 
voorstelt. Het blijkt, dat voor deze functie eene oplos- 
bare resolvente gevonden wordt in het geval van de 
derde- en vierdemachtsvergelijkingen, maar niet voor 
hoogere machten. 

§ 17. Ten slotte en dit is wel het belangrijkste van 
deze verhandelingen, beschouwt Lagrangb in onderling 
verband de rationale functiën der wortels, die bij dezelfde 
permutaties dier wortels onveranderd blijven (fonctions 
semblables). Hij laat zien, dat alle ,. gelijksoortige'* func- 
tiën aan resolventen van denzelfden graad voldoen en 

dat die graad altijd zal zijn 1. 2. 3 (a of een deeler 

daarvan; hg spoort het verband op tusschen rationale 
functiën die niet voor dezelfde permutaties der wortels 
onveranderd blijven. Hij vindt zoo ^) zijne bekende 
stelling: zijn de substituties, die eene functie t onver- 
anderd laten begrepen onder die, welke de functie y 
niet veranderen, dan kan y rationaal worden uitgedrukt 
in t en de coëfficiënten der vergelijking. Zijn echter de 
substituties, die y onveranderd laten, begrepen onder die 
welke t niet veranderen en is er onder elke m substi- 
stuties, die t onveranderd laten telkens ééne, die y onver- 
anderd laat, dan wordt y gevonden als wortel van eene 
mde-machtsvergelijking, welker coëfficiënten rationaal in 



1) 1771, p. 138—254 
») Art. 100—104. 
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t en in de coëfficiënten der vergelijking zijn uit te 
drukken. 

§ 18. Lichten we deze stellingen even toe aan de voor- 
beelden, die boven behandeld zijn. 

a). Derdemachts vergelijking (41). Alle mogelijke per- 
mutaties der wortels kunnen de volgorde a, 6, c der 
wortels veranderen in 

1, abc 3, bca 5. cab 

2. dcb 4. bac 6. cfta '). 

De functie (a 4- a6 -f- o?cf blijft onveranderd door de 
permutaties 1, 3, 5, d. i. door telkens éene van 2 per- 
mutaties, die symmetrische functiën der wortels onver- 
anderd laten. Deze functie is dus te vinden uit eene 
vierkants vergelijking met bekende coëfficiënten [verg.(44)]. 

De functie a -^ ab -^ a% blijft alleen onveranderd door 
de permutatie 1 der wortels, d. i. door éene van de 
drie, die (a -f- a 6 + a%f onveranderd laten, a + a 6 -|- a^c 
is dus uit eene derdemachtsvergelijking te vinden, als 
(a -+- a6 + a%f bekend is. 

b). Vierdemachtsvergelijkingen (47). Alle mogelijke 
permutaties der wortels kunnen de volgorde abcd ver- 
anderen in 

1. abcd 7. bacd IS. cab d 19. dab c 

2. abdc 8. ba de 14. ca d 6 20. da c 6 

3. acd6 9. 6c da 15. c 6 da 21. db ca 

4. acbd 10. bc ad 16. eb ad 22. dbac 

5. adbc 11. bdac 17. cdab 23. d cab 
Q. adcb 12. bdca 18. cd ba 2é. dcba. 

De functie uz=^ab -h cd verandert niet door de acht 



1) Om licht begrijpelijke redenen moet de permutatie, die de volg- 
orde ahc verandert in de volgorde abc, die dus eigenlijk niets ver- 
andert, toch meegeteld worden. 
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permutaties 1, 2, 7, 8, 17, 18, 23, 24 d. i. door telkens 
ééae van elke drie permutaties, die de symmetrische 
functiën der wortels onveranderd laten. De functie u 
wordt dus uit eene derdemachts vergelijking gevonden. 

De functie v == aft blijft alleen onveranderd door de 
permutaties 1, 2, 7, 8, die onder dit achttal voorkomen 
en, daar van elke twee permutaties van het achttal er 
eene bij dit viertal is, wordt v gevonden uit eene ver- 
gelijking van den tweeden graad, welker coëfficiënten 
rationaal in u en de coëfficiënten der vergelijking zijn 
uit te drukken. 

De functie 8:=:c + d — a — 6 (51) blijft alleen onver- 
anderd door de permutaties 1 , 2, 7, 8, d. i. door ééne 
permutatie op elke zes, die de symmetrische functiën van 
a, 6, c, d onveranderd laten, s kan dus uit eene zesde- 
machtsvergelijking gevonden worden. «^ blijft bovendien 
onveranderd door de permutaties 17, 18, 23, 24, dus 
door ééne op elke drie permutaties, die symmetrische 
functiën onveranderd laten. Daarom zal men weer eerst 
s^ uit eene derdemachtsvergelijking en daarna 8 uit eene 
vierkantsvergelijking berekenen. 

Laqrange zegt ten slotte *): „Voile, sije ne me trompe, 
les vrais principes de la résolution des équations et Tanalyse 
la plus propre k y conduire; tout se reduit, comme Ton 
voit, k une espece de calcul des combinaisons parlequel 
on trouve a priori les résultats auxquels on doit s'attendre 
Il seroit k propos d'en faire Tapplication aux équations 
du cinquième degré et des degrés supérieurs dont la 
résolution est jusqu'è présent inconnue; mais cette appli- 
cation demande un trop grand nombre de recherches et 
de combinaisons, dont Ie succes est d'ailleurs fort douteux, 
pourque nous puissions quant è, présent nous livrer è. ce 
travail." 
Lagrangk heeft zich ook later niet aan dit werk begeven, 

*) Art. 109. 
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maar hun, die na hem kwamen, heeft hij in de besproken 
verhandeling duidelijk aangewezen in weike richting zij 
verder te werken hadden. Functiën van de wortels moesten 
in de coëfficiënten der vergelijking worden uitgedrukt, 
andere functiën met een grooter aantal verschillende 
waarden in deze functiën en zoo moest men voortgaan 
totdat men de wortels zelve had. Het kwam er dus op 
aan functiën der wortels op hare veelwaardigheid te 
onderzoeken, de permutaties der wortels, waardoor deze 
functiën onveranderd bleven, te vergelijken met die, waar- 
voor andere functiën niet veranderden. De permutaties, 
die eene functie onveranderd laten, moeten in de geheele 
verzameling der nl permutaties een afgesloten geheel 
vormen, daar de achtereenvolgende toepassing van deze 
permutaties en de herhaalde toepassing van eene dezer 
permutaties natuurlijk gelijkwaardig moeten zijn met 
eene enkele permutatie van het stel. Het kwam dus 
ten slotte daarop aan, dat men naging op welke wijzen 
men uit de n/ permutaties zulke verzamelingen kon af- 
scheiden en welk het verband moest zijn tusschen deze 
verzamelingen onderling en deze verzamelingen vergeleken 
met het totaal van alle permutaties, opdat do resolventen, 
waartoe men kwam, algebraïsch oplosbaar werden. 

§ 19. Het is Paolo Ruffini geweest, die in zijn leer* 
boek Teoria generale delle Equazioni (Bologna, 1799) het 
eerst het vraagstuk op deze wijze heeft aangevat. Ruffini 
behandelt vooraf in een afzonderlijk hoofdstuk wat hij 
noemt permutaties, dat zijn verzamelingen van permutaties 
zooals wij zooeven aantroffen, die een in zich zelf gesloten 
geheel vormen en nu substitutiegroepen genoemd worden. 
Hij bestudeert deze groepen voor 't eerst losgemaakt van 
de theorie der hoogere-machtsvergelijkingen en hij past 
daarop later zijne resultaten toe. Bij de behandeling der 
substitutiegroepen zullen we hier en daar gelegenheid 
vinden aan te teekenen wat men reeds aan Ruffini ver- 
schuldigd is. Merken we nu alleen op, dat Ruffini al 
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tot allerlei algemeene eigensehappeu komt; dat bij na 
deze algemeene beschouwingen de groepen van vijf elemen- 
ten en de veelwaardigheid van functiën dier elementen 
aan een gedetailleerd onderzoek onderwerpt en dat bij 
zoo o. a. tot het besluit komt, dat er geen drie-, vier- en 
acht waardige functiën van vijf elementen kunnen bestaan. 
Voor bet eerst komt Rüpfini zoo tot de algebraïsche 
onoplosbaarbeid van de algemeene vijfdemachtsvergelij- 
king. Nu zijn tegen dit bewijs verschillende bedenkingen 
aan te voeren, die men uitvoerig behandeld vindt in de 
boven geciteerde verhandeling van Burkhabdt; beden- 
kingen, waarvan de voornaamste niet is weggenomen 
door de latere verhandelingen van den schrijver; het is 
n. 1. de vraag of men het recht heeft zich in al deze 
beschouwingen te bepalen tot ratioiiaU functiën van de 
wortels en of het niet mogelijk zou zijn tot eene oplossing 
te komen door als hulpgrootheden te nemen functiën, 
die niet rationaal zijn in de wortels der vergelijking. 

§ 20. Abel *), die onbekend was met het bewijs van 
RüFFiNi, heeft in zijn bewijs deze fout ontgaan door met 
behulp van onnoodig gecompliceerde berekeningen aan 
te toonen, dat, als eene vergelijking door worteltrekkin- 
gen oplosbaar is, de wortelgrootheden, die in de oplossing 
voorkomen, altijd geheele rationale functiën zijn van de 
wortels der vergelijking en van wortels der eenheid, 
waarbij de coëfficiënten dezer functiën rationale getallen 
zijn. Kronecker^) heeft Abel's bewijs, vooral wat de 
berekeningen betreft, vereenvoudigd en nog cmlangs is 
dit bewijs door Pierpont') niet alleen wat de algebraïsche 
berekeningen maar ook wat de theorie der substituties 
betreft, tot zoo groot mogelijke vereenvoudiging gebracht. 

§ 21. Zijn de beschouwingen van Rupfini voor het 



*) Crelle's Journal Bnd I, i826; Oeuvres Complètes, ed. llolmboe 
1839, bldz. 5; ed. Sylow et LiE 1881, bldz. 66. 

«) Berliner Monatsberichte van Maart 1879 (bldz. 205). 

») Buil Amer. Mathem. Society, April 1896 (bldz. 200—221). 
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vraagstuk der oplosbaarheid van hoogere-machtsvergelij- 
kingen niet afdoende geweest, zij hebben in elk geval 
voor dit vraagstuk de verdienste, dat zij voor 't eerst op 
goede gronden aan de oplosbaarheid hebben doen twij- 
felen. Voor de theorie der substitutiegroepen zijn zij zeker 
van fundamenteel belang geweest. Want zij vullen voor een 
groot deel de bekende verhandeling van Ca^uchy '), die 
als eerste proeve van eene theorie der substitutiegroepen 
te beschouwen is. Dat deze uitkomsten dikwijls aan 
Cauchy toegeschreven worden, vindt zeker zijn grond 
hierin, dat Caüchy Rüffini niet dan terloops noemt. ^) 
Cauchy is echter niet bij de resultaten van Rüffini blij- 
ven staan: hij heeft ze niet alleen systematisch en 
doorzichtig gerangschikt en door geschikte notaties aan- 
trekkelijker gemaaakt, hij heeft ook menige stelling 
uitgebreid en menige nieuwe eigenschap gevonden Cau- 
chy heeft op het gebied der substitutiegroepen het ma- 
teriaal bijeengebracht, dat Qalois vervolgens voor het 
vraagstuk van de oplosbaarheid der hoogere-machtsver- 
gelijkingen gebruikt heeft. 



») Journ. de l'Éc Pol., 17me Cahier t. X. 1815, bldz. 1 : Sur Ie 
nombre des valeurs, qu'une fonction peut acquérir lorsqu'on y per- 
mute de toutes les manières possibles les quantités qu'elle renferme. 
Later uitvoeriger in : Exercices d'analyse et de physique mathématique 
t. lïl, 1846, bldz. 151. 

*) Eenmaal noemt hij Rüffini op bldz. 1, waar hij zegt «rdepuis 
ce temps [Lagrange, Van der Monde 1771] quelques géomètres 
italiens se sont occupés avec succes de cette matière et particuliére- 
raent M. Rüffini, qui a consigne Ie résultat de ses recherches dans Ie 
tome XII des Mem. de la soc. ital. et dans sa Theorie des équations nu- 
mériques." Eenige bladzijden verder vindt men [bldz. 8]: //si n est 
égal a 5 OU surpasse 5 on n' [en] pourra plus former de semblables 
[fonctions qui aient seulement trois valeurs difïérentes]; on nepeut 
pas même dans ce cas former des fonctions qui n'aient que quatre 
valeurs. Ces deux propositions ont été démontrées par M. Paolo 
Rüffini dans les mémoires de la soc. ital. t. XII et dans sa Theorie 
des équations." Bij deze citaten blijft het. 
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§ 22. Galois ') heelt de vraag naar de oplosbaarbeid 
van eene vergelijking door worteltrekking teruggebracht 
tot een vraagstuk van de theorie der substitutiegroepen. 
De eigenschapppen van elke hoogere-machtsvergelijking 
vindt hij afgebeeld in die eener door hem gedefinieerde 
groep van substituties tusschen de wortels der vergelijking 
n.1. die substituties, die elke rationale functie der 
wortels numeriek onveranderd laten. Opdat eene ver- 
gelijking door worteltrekkingen oplosbaar zij, moet de 
groep der vergelijking op eene zeer bijzondere wijze zijn 
samengesteld. De resolventen, waarom het reeds volgens 
Lagrangb te doen is, moeten voor de oplosbaarheid 
door wortelgrootheden, binomiaalvergelijkingen zijn. Ga- 
lois heeft nu nagegaan hoe de groep der vergelijking 
moet zijn, opdat de achtereenvolgende resolventen bino- 
miaalvergelijkingen worden. Het is hem gebleken, dat 
in dit geval binnen de groep der vergelijking achtereen- 
volgens nieuwe groepen van substituties moeten gevou- 



1) Galois had zijne denkbeelden neergelegd in eene verhande- 
ling, die hij in 1831 aan de Fransche Académie des Sciences aan- 
bood ; de rapporteurs, La Croix en Poisson, vonden het stuk onbe- 
grijpelijk; het werd niet opgenomen en is verloren gegaan 

Het volgend jaar kwam Galois in een duel om (voor biografische 
bizonderheden moge verwezen worden naar: P. Dupuy. La vie d'ÉvA- 
RiSTE Galois in Ann. Scientif. de TEcoIe Normale supérieure, série 
3, t. XIIT bldz. 197 — 266). Zijne uitkomsten over de voorwaarden der 
oplosbaarheid van vergelijkingen door wortelgrootheden, die hij ge- 
deeltelijk op den avond vóór zijn dood opgeschreven heeft, zijn eerst 
in 1846 door zijn vriend Chevalier, dien hij met de publiceering 
belast had, aan Lioüville ter hand gesteld ; zij hebben met zijne 
andere werken eene plaats gevonden in tome XIII van Liouville's 
Journal. De Société mathém. de France heeft in 1897 zijne werken 
opnieuw uitgegeven (Oeuvres mathématiques d'Év. Galois. Paris, 
Gauthier — Villars et Fils). Eene Duitsche vertaling van de wer- 
ken van Galois en die van Abel over de vergelijkingen is door 
Maser bezorgd; de titel is: Abhandlungen über die algebraische 
Auflösung der Gleichungen von N. H. Abel und E. Galois. Berlin, 
Springer 1889. 
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den kunnen worden, die in elke voorafgaande groep 
eene zeer bizondere plaats innemen. In deze inleiding 
kunnen we hierop niet verder ingaan : het zij voldoende, 
op te merken, dat de groepen van substituties, die bij 
de algemeene hoogeremachtsvergelijkingen behooren, deze 
bijzonderheden in de samenstelling niet vertoonen zoo- 
dra de graad der vergelijking > 4 is. Daarmee heeft 
Galois de onmogelijkheid van de algebraïsche oplossing 
van vergelijkingen van hoogeren dan den vierden graad 
aangewezen; wat meer is, hij heeft een kriterium voor 
de algebraïsche oplosbaarheid van hoogeremachtsverge- 
lijkingen gegeven en zoo de mogelijkheid geopend, om 
voor elke bijzondere vergelijking uit te maken of zij al 
dan niet door wortelgrootheden oplosbaar is. 

Galois' verhandelingen zijn door hare groote beknopt- 
heid, begrijpelijk door de omstandigheden waaronder zij 
zijn ontstaan, bijna onverstaanbaar voor hem, die zich 
niet eerst langs anderen weg in de theorie van Galois 
heeft ingewerkt; de schrijver heeft er den avond vóór 
zijn dood in de grootste haast nog allerlei wijzigingen 
in aangebracht, geen wonder dus, dat er later heel wat 
commentaren op zijn verschenen. 

Voor het eerst zijn Galois' stellingen streng bewezen 
door Betti '). Serrkt heeft ze opgenomen in den twee- 
den druk van zijn Algèbre supérieure (1854), Jordan 
eindelijk heeft ze gecommentarieerd in de ComptesRen- 
dus, tome LX en in de Mathematische Analen, Band I 
en wat op dat oogenblik van substitutiegroepen bekend 
was, meegedeeld in zijn standaardwerk : Traite des sub- 
stitutions et des équations algébriques Paris, Gaüthibr- 
Villars et Fils, 1870. Daarna vindt men de theorie 
der substitutiegroepen nog behandeld in E. Netto, Sub- 
stitutionentheorie, Leipzig, Teubner 1882; Vogt, Le§ons 
sur la résolution algébrique des équations, Paris, Nony 



*) ToRTOLiNi Annali di Scienze fisiche e matematiche, t. IV, 1853. 
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& CiB., 1895 en in de standaardwerken: H. Weber, 
Lehrbuch der Algebra I, II, Braunschweig, Vieweg, 
1895 — 96 ^) en Bürnside, Theory of groups of finite 
order. Cam bridge 1897. 

We gaan nu eerst over tot eene korte behandeling 
der substitutiegroepen en komen daarna tot hare toepas- 
sing op de vraag naar de algebraïsche oplosbaarheid 
der hoogere-machtsvergelijkingen. 



*) Van dit werk is reeds een 2^e druk verschenen. 



HOOFDSTUK II. 



Eenvoudige eigenschappen der substitutie-groepen. 

§ 23. De bewerking, waardoor m grootheden x^^ a?^, 

^w-i ^^'^P- overgevoerd worden in de grootheden 

a?; , X: X2 (L, i,, i - stellen de indices 

O, 1, .... m — 1 in andere volgorde voor), heet eene 
substitutie. De substitutie doet dus de rangschikking 
XqX^, . . . x^_^ overgaan in Xi x^ x^ 

§ 24. Past men op de rangschikking ^o ^i • * * • ^w - 1 
achtereenvolgens twee substituties toe, dan krijgt men 
eene rangschikking, die ook door ééne substitutie kan 
verkregen worden, die dan het product der eerste twee 
heet. 

§ 25. Het product van twee substituties mist in het 
algemeen de commutatieve eigenschap. Immers, als men 
eene substitutie s, die x^ door .r. vervangt, laat volgen 
door eene substitutie t die x. in x, overvoert, dan zal 
het product si de grootheid x^ in Xy. overvoeren; maar 
in welke grootheid x^ door het product ts zal overge- 
voerd werden, is uit hetgeen van de substituties « en < 
gezegd is, nog volstrekt niet af te leiden. Is in een 
gegeven geval st dezelfde substitutie als te, dan heeten 
8 en t verwisselbaar of commutatief. Twee substituties 
zijn altijd verwisselbaar, als zij geen enkel gemeenschap- 
pelijk element bevatten. 
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§ 26. Onder het gedurig produkt stu , . . . der sub- 
stituties 8, t, ifc, verstaat men de substitutie, die 

Xq x^, . . . , ^^ _ 1 in die rangschikking overvoert, welke 

ontstaat, wanneer men eerst de substitutie 8, daarna t, 

vervolgens w, uitvoert. De vermenigvuldiging bezit 

blijkbaar de associatieve eigenschap 

{8t)u = 8{t u) 

want als s 't element x. in x., t x, in ar^ en u x^ in a:^ 

overvoert, dan voert zoowel {st)u als B{tu) 't element 
X. in Xj over. 

§ 27. Eene substitutie kan op verschillende wijzen wor- 
den voorgesteld. Men kan b. v. onder de aanvankelijke (of 
eene andere) rangschikking der elementen x^^ a;^,. . . . x^_^ 

de rangschikking schrijven, waarin deze door de substi- 
tutie wordt overgevoerd, aldus: 



V X: Xi X' a?v j 



Telt men de substitutie 



/ ^0 ^1 ^2 ^m - A 



die de identische substitutie of de eenheid heet en dik- 
wijls door 't symbool 1 wordt voorgesteld, mede, dan is 
het totale aantal substituties van m grootheden ml 

§ 28. Eene andere schrijfwijze wordt dikwijls gebruikt : 
voert eene substitutie a;^ in a;., x. in a;^, x^ in a;^, enz. en 

eindelijk x in x^ over, dan schrijft men deze 

Men zegt, dat deze verwisselingen een cyclus vormen 
en noemt deze substitutie eene cyclische of circulaire. 

Elke substitutie kan als een product van cyclische ge- 
schreven worden, zoodat elk element maar in één cyclus 
voorkomt. De substitutie 
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(^0 n ^2 ^3 ^4 ^5 ^6 ^7 ^8 ^oX 
iCg ^7 ^9 ^0 ^1 ^8 ^6 ^4 ^5 ^3/ 

kau b.v. geschreven worden 

daar een cyclus van één element gewoonlijk wordt weg- 
gelaten. De volgorde der cycli is natuurlijk willekeurig. 
§'29. Eene substitutie, wier cycli op deze wijze even- 
veel elementen bevatten, heet eene regelmatige substi- 
tutie, b.v. 

V^4^5^3^2^0^l/ ^ O 4/V 1 6/V 2 3^ 

§ 30. Een cyclus van 2 elementen heet eene trans- 
positie. 

Daar men uit elke permutatie tot elke andere permutatie 
kan komen door herhaaldelijk telkens slechts twee elemen- 
ten te verwisselen, kan elke substitutie als een product 
van transposities geschreven worden ; elk element behoeft 
echter nu niet in slechts één cyclus voor te komen. 
Deze ontbinding in transposities kan zelfs op verschillende 
wijzen plaats hebben. Eene zelfde substitutie zal echter 
in alle gevallen een even aantal transposities of in alle 
gevallen een oneven aantal transposities opleveren^). 

§ 31. Beschouwen we om dit te bewijzen eene substitutie 
van n letters, die i cycli bevat; laat deze substitutie als 
een product van t transposities geschreven kunnen wor- 
den. Laat men op deze t transposities dezelfde t trans- 
posities in omgekeerde rangorde volgen, dan krijgt men 
daar (x. x.) {x^ x.) = 1, de identische substitutie, die m cycli 
bevat, elk van één element. Wat gebeurt er echter met het 
aantal cycli wanneer men deze t transposities laat volgen 
op de i cycli en deze transposities zooveel mogelijk met 
de andere cycli samenstelt? Vermenigvuldigt men met éene 



*) JoRDAN, Traite des substitutions, blz. 64. 
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transpositie (x. x.) dan komt er éen cyclus bij of gaat er éen 
cyclus af al naar gelang x^ en x, in éen cyclus of in 2 
verschillende cycli voorkomen; want 

{x^..x^x.x^..x^x.x^..x^){x.Xj)={x^.,x^XjX^..x^){x.x^..x 
en (x^ .x^^.x^^. x^){x^, . . x^ x. x^ . . x^){x. Xj) = 

Vermenigvuldigt men achtereenvolgens met t trans- 
posities, dan komen er dus, op een tweevoud na, t cycli 
bij ; derhalve is « + t op een tweevoud na gelijk aan 
m, dus 't aantal transposities t = m — i op een twee- 
voud na. Is m — - i even, dan is 't aantal transposities 
even, anders oneven. 

Men spreekt van eene even substitutie of eene oneven 
substitutie naar gelang zij als een product van een even 
aantal of van een oneven aantal transposities kan ge- 
schreven worden. 

§ 32 Bij eene derde schrijfwijze voor eene substitutie 
let men op de waarden der indices, die elkaar vervan* 
gen. 

Is de waarde van q) {z) voor 2 = O, 1 , 2, . . . m — 1 ge- 
lijk aan t^, f ^, «g, . . . i^^^, dan kan men de substitutie 

x,^...^^...^^J««b"jven(^^.^J 

of eenvoudig \z 9(2;)]. ' ) 

Voor (j)(2) kan men met behulp van de interpolatie- 
formule van Lagrange b. v. schrijven 



25. F(0) (2~l)r(l) (2!-m-hl)F'(m-l) 

als ¥{z) ^z{z — 1) (z — 2) [z — m 4- 1). Overigens 

heeft Hermite (Comptes Rendus, t. 57) de voorwaarde 
gegeven, waaraan <p (2) moet voldoen om in dit geval 
bruikbaar te wezen. 



) Deze notatie is van Jordan (bldz. 88.). 
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Als men twee indices als gelijk beschouwt, die con- 
gruent zijn modulo w, kan men ook indices >m — 1 
toelaten. De circulaire substitutie {x^x^x^. • • • ^m-i) ^^^ 
men dan b.v. voorstellen door [z z 4- 1] (mod. m). 

§ 33. Door de herhaling van eene zelfde substitutie 8 
ontstaat eene macht van die substitutie; men schrijft 

s^, s^, Is b.v. 8=: {x^x^x^x^x^x^y dan is 

8^ = K^2^4) K^3 ^5) ' «^ = K^a) K^4^ K^ö) 

of in andere schrijfwijze : 

a = [z z H- 1], s^ = [z 2 -f- 2], ^ = [z z -h 3], s^ = [z z 4- 4] 

s^:=[z z -h 5], alles modulo 6 

De machten eener zelfde substitutie zijn commutatief. 

§ 34. De substitutie, die na eene andere s uitgevoerd, 
weer de oorspronkelijke rangschikking doet ontstaan, 
heet de omgekeerde of inverse substitutie van s; men stelt 

ze voor door s~\ Is 



s 






-1 



8 is de omgekeerde van «~ . De omgekeerde van s^ s^ is 

s~ 8~ , want «^«2' ^2 h ^^ ^* 

§ 35. Schrijft men de achtereenvolgende machten eener 
substitutie s van m letters x^, .... iiT^_i op, dan zullen 

niet voortdurend nieuwe substituties ontstaan, omdat het 
aantal substituties van m letters eindig is. Zij a^ de eer- 
ste substitutie in de reeks s, «^, /, die aan eene 

vorige s« gelijk is. Dan is 

S-- / rt f/ 

8 8=8 

en dus door vermenigvuldiging met de omgekeerde van s" : 

Het getal |3 — a = fx, de exponent van de laagste 
macht van s, die gelijk aan de identische substitutie is. 
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heet de orde der substitutie. De orde eener cyclische 
substitutie is blijkbaar gelijk aan het aantal letters, die 
zij verplaatst; de orde eener willekeurige substitutie is 
het kleinst gemeene veelvoud van de orden der cycli 
waaruit zij bestaat. 

§ 36. Is a" = 1, dan is «•"+' = s«. Ook is «"-"s'* = I, 

dus s"-« = (8«)""\ Voor «"-" schrijft men ook «"". Voor 

«" ook 8^ = 1. Alle geheele positieve en negatieve mach- 
ten eener substitutie zijn hiermee ingevoerd : twee mach- 
ten zijn identiek, als hare exponenten congruent zijn 
mod. fi, 

§ 37. Twee substituties heeten gelijkvormig, als zij alleen 
verschillen in de elementen, waarop zij opereeren: zij 
bezitten dus hetzelfde aantal cycli en het aantal elemen- 
ten, in eiken cyclus voorkomende, stemt in de eene 
substitutie overeen met dat in de andere substitutie. 
Zoo zijn 

s = {x^x^x^){x^xj en t= {x^x^x^){x^x^) 

gelijkvormig. De eene kan gemakkelijk in de andere 
overgevoerd worden met behulp van -eene andere sub- 
stitutie en hare omgekeerde. Voert men n.1. eerst de 
elementen aj^, x^, x^, x^, x^ over resp. in x^, x^^ x^. x^, x^^ 
past men daarna de substitutie s toe en brengt men 
daarna x^, x^, x^, x^y x^ weer over in x^, x^, x^, x^, x^, dan 
heeft men eene letterverplaatsing gekregen, die in eens 
door t bewerkt kan worden. Men zegt nu, dat t ont- 
staat, als 8 getransformeerd wordt door de substitutie 



(Xq X^ Xg X^ X^\ 
X^ ^3 ^4^ ^0 ^2^ 



Men heeft dan t = rr"^ s a en men vindt t door de 

de substitutie c toe te passen op de elementen, zooals 

zij voorkomen in «, als deze in cycli geschreven is. 

§ 38. Eene verzameling van substituties heet eene 

3 
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groep *), als het product van elke twee ervan tot de 
verzameling behoort. Elke groep bevat blijkens het voor- 
gaande de omgekeerde van elke substitutie en de iden- 
tische substitutie. 

Het aantal substituties eener groep heet hare orde ^), 
het aantal letters, waarop de substituties worden toege- 
past, haar graad. 

§ 39. Voorbeelden. 1. Alle ml substituties van m let- 
ters vormen een groep, de symmetrische groep geheeten. 
Voor 4 letters schrijft men de substituties gemakkelijk 
op door de onderlinge permutaties der 4 letters te ver- 
gelijken met de oorspronkelijke rangschikking. Men vindt : 

1. 1 ^.(x^x^^ 9.{x^x^x^>il^.{x^x^^ n .{x^>i[x^x^ 2i,{x^x>i 
2.{x^^ 6.(x^a;g) 10. (ar^x^a^g) 14:.{x^x^^^^l^.{x^x^^x^ 22.{x^^>i 

Z.{x^x^>lT.{x^^) ll.[x^x^x^>il?^.{x^x^^) ld.[x^x^^^ 23. (x^a^gX^Xg) 
4.^2^2) 8. (a^oX^Xa^giTg) 12.(3^^^X3) l&.{x^x>i 2Q.{x^x^>i 24..{x^^{x^x^ 

2. De substituties in de symmetrische groep, die als een 
product van een even aantal transposities kunnen ge- 
schreven worden, vormen samen ook eene groep, de 
altemeerefade groep geheeten. Want het product van twee 
dezer substituties kan ook als een product van een even 
aantal transposities geschreven worden en behoort dus 
tot de verzameling. De alterneerende groep bevat alle 
cyclische substituties van drie elementen en elk harer 
substituties kan als een product van cycli van drie ele- 
menten geschreven worden, want: 

{X. xp {x. Xj) = {x. X. x^ en {x. xj) {Xj^ x^) = {x. x^ x^) {x. x^ Xj) 

Bevat eene groep alle cyclische substituties van drie 
elementen, waarin de eerste twee twee vaste elementen 
zijn, n.1. {XqX^x^, (x^x^x^^ {x^x^x^^ enz. dan bevat zij 



^) Het woord groep is afkomstig van Galois. Zie Oeuvres de 
Galois. Paris 1897. Bldz. 36. 

*) Dit begrip is door Ruffini ingevoerd. 
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de altemeerende groep. Elke cyclische substitutie toch 
van drie elementen kan, het blijkt uit het volgende, als 
een product van deze substituties (x^x^x.) geschreven 
worden : 

(Xq a?„ Xj) ^ (Xq x^ a;„) 

K ^« ^0) = K ^1 ^if K ^1 ^fi) 

3. D© substituties n". 1, 2, 7, 8, 17, 18, 23, 24 der 
symmetrische groep van vier letters, n. I. de substituties 

»4 = K*a) (^1^3) »5=K%=»3) «6 = (=«'(r»'3*l*2)«7 = (*0*3)KV 

vormen ook eene groep, zooals uit onderstaande tafel van 
vermenigvuldiging te zien is. Het product van s, en ,, 
staat in de horizontale rij, die met s^ en de vertikale 
kolom, die met «^ begint: 
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4. De machten van eene zelfde substitutie s vormen 

blijkbaar ook eene groep, want /. 8^ = 8^"^ ^• 

Deze groep heet eene cyclische groep, als s eene circu- 
culaire substitutie is De substituties 
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«1 = («ff^ia^ïByCi^B^' «2 = i^Ó^^d («l^ff^ö)» «3 = K^S^ (^A) (^ï^s). 

vormen eene cyclische groep, omdat zij de achtereenvol- 
gende machten zijn van de eerste substitutie. 

§ 40. Twee groepen kunnen, hoe verschillend zij ook 
schijnen, in de voornaamste eigenschappen overeenstem- 
men, wanneer het mogelijk is de substituties der eene 
groep zóó te laten overeenkomen met die der andere 
groep, dat het product van twee substituties der eene 
groep tot overeenkomstige substitutie der andere groep 
heeft het product van de met die twee overeenkomstige 
substituties der andere groep. 

Men noemt in dit geval de twee groepen isomorf. 

De cyclische groep van 't laatste voorbeeld is b.v. isomorf 
met deze groep 

^1 = K^l) 1^2 ^3^4) ^2 = K^4 ^3) <^3 = K^l) 

^4 = (^2 ^3^4) *^5 = K^l^ (^2^4 ^3) ^0= ^ 

waarvan ook alle substituties de achtereenvolgende mach- 
ten zijn van c^. 

Deze isomoi^e is eene hohëdrische isomorfie of eene 
isomorfie éen aan éen. Het is echter ook mogelijk, dat 
met elke substitutie van de éene groep meer substitu- 
ties van de andere overeenkomen. In dat geval spreekt 
men van meriëdische isomorfie. 

§ 41. Bij sommige groepen is het mogelijk eene sub- 
stitutie aan te wijzen, die eene willekeurige letter door 
eene willekeurige vervangt; bij andere is dit niet voor 
elk geval mogelijk. In het eerste geval heet de groep 
transitief, *) in het tweede geval intransitief. De symme- 
trische groep is natuurlijk transitief. Zoo ook de groep 
van 8 substituties, die als derde voorbeeld in § 39 
genoemd is, want x^ wordt in x^ overgevoerd door s^ 



') Het begrip transitiviteit is afkomstig van Rüffini. 
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« 

en 8^, in z^ door 8^ en «3, in x^ door «^ en Sg en in x^ 
door 8^ en 8^. En als éen element in alle andere kan 
worden overgevoerd, is het ook mogelijk el)c element in 
elk ander over te voeren. Ook de cyclische groep in 
§ 39, 4® is transitief. Daarentegen is de groep van § 40 
intransitief, want x^ kan alleen in x^ en x^ overgevoerd 
worden, maar niet in x^^ Xg, x^. 

§ 42. Is eene groep transitief, dan is het soms wel, 
soms niet mogelijk de elementen, waarop geopereerd 
wordt, op eene eigenaardige wijze in te deelen. Nemen 
we als voorbeeld de cyclische groepen, die de machten 
zijn van cyclische substituties van 5 en 6 elementen: 

Sq = 1 5^ = (Xq X^ X^ X^ XJ 8^ = (Xq X^ X^ X^ X^) 
h ^^ (^0 ^3 ^1 ^4 ^2) ^4 ^^ (^0 ^4 ^3 ^2 ^l) 

en : 5q = 1 5^ = (x^ x^ x^ x^ x^ x^ x^ =: (x^ x^ xj (x^ x^ x^) 

8^Z={XqX^{x^X^{x^^) 8^^z[XqX^^ V^i^ö^s) ^5 ^^ (^0^5^4^8^2^l)- 

Bij de laatste groep kunnen de elementen in 2 stellen 
verdeeld worden x^^ x^, x^ en x^^ Xg, x^ zóó, dat de sub- 
stituties der groep, 5f de elementen van elk stel onderling 
omzetten 6f de elementen van één stel alle omzetten in 
de elementen van een ander stel; de substituties Sq, «2*^4 

verwisselen onderling de elementen van elk stel, de sub- 
stituties 8^, 8g, «g vervangen de elementen van het eene 

stel door elementen van het andere stel. Zulk eene groep 
heet imprimitief ; daarentegen heet de cyclische groep 
van 5 letters, waarbij zulk eene indeeling der elementen 
in stellen niet mogelijk is, primitief. Over primitiviteit 
en imprimitiviteit >) kan alleen sprake zijn bij transitieve 
groepen, daar het eerst zeker moet zijn, dat elk element 
door elk ander element kan worden vervangen. 

§ 43. Eene groep g, waarvan alle substituties voorkomen 
in eene andere groep G, die er nog andere bevat, heet 



^) Deze begrippen zijn te vinden bij Ruffini, 



38 

eene ondergroep *) van G. De alterneerende groep is b.v. 
eene ondergroep van de symmetrische groep; de groep 
van 8 substituties in § 39, 3 is eene ondergroep van de 
symmetrische groep van 4 letters, die uit 24 substituties 
bestaat. Eene cyclische groep, die uit de machten van 
eene substitutie « bestaat, is eene ondergroep van elke 
groep, die de substitutie s bevat, als zij ten minste nog 
meer substituties bevat dan de machten van b. Deiden- 
tische substitutie is op zich zelve eene ondergroep van 
elke andere groep. 

§ 44. De orde van eene ondergroep g is altijd deelbaar 
op de orde van de groep G '). 

Laten, om het te bewijzen, 

de substituties zijn van de ondergroep g van de orde 
n, terwijl m de orde is van de groep G. Is dan cr^ eene 
substitutie van G, die niet in g voorkomt, dan komen 
de substituties 

in G, maar niet in g voor, want was s^ <t^ = s^ dan zou 

Cj = 87^ 8^ zijn en dus in g voorkomen. 

Is met deze substituties de groep G niet uitgeput, maar 
komt er nog eene substitutie o-g in voor, dan zullen 

^0^2 «1^2 «2^2 \-1^2 (l^) 

weer wel in G, maar niet in g, noch in de rij (a) voor- 
komen. Was b.v. s^(72 = s^o-^, dan zou o-gursr^s^o-^zijn, 

dus zou 0*2 in (a) voorkomen, hetgeen in strijd is met 
hetgeen we verondersteld hebben. Zijn met de groep g 
en de rijen (a) en j3) de substituties van G niet uitge- 
put, dan kan men de redeneering op dezelfde wijze voort- 
zetten en zoo aantoonen, dat de substituties van G ge- 



*) Weber spreekt van een deeler eener groep. 
*) Stelling van Lagrange. Zie Jordan, blz. 25. 
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rangschikt kunnen worden in rijen, die elk n substituties 

bevatten, n is derhalve een deeler van m. Het quotiënt 

m 

— is een geheel getal v : 't wijst aan welk deel van het 

totale getal substituties van 6 in g voorkomt en heet de 
index van de ondergroep g in de groep G. 

§ 45. Gevolgen. 1. Daar elke groep van m letterseene 
ondergroep is van de symmetrische groep van m letters, 
is de orde van elke groep van m letters een deeler 
van m/ 

2. Daar de orde van elke substitutie tegelijk de orde 
is van de groep uit de machten dezer substitutie be- 
staande, is de orde van elke substitutie een deeler van 
de orde der groep, waartoe de substitutie behoort. 

3. Is de orde eener groep een priemgetal p, dan kan 
de groep niet anders bevatten dan de eenheid en substi- 
tuties der orde p. Maar, als zij ééne substitutie der orde 
p bevat, is het totale aantal substituties uitgeput door 
de machten van deze: de groep is dus cyclisch. 

4. Is G transitief, dan vormen alle substituties, die 
Xq in x^ overvoeren, dus onveranderd laten eene onder- 
groep g. Schrijft men deze in de eerste rij, dan zullen, 
als <T_^ het element x^ in x^ overvoert, alle substituties 
der rij (a) hetzelfde doen en geen andere substitutie zal 
x^ in X, overvoeren, want deed «.o-, het, dan zou 8,(t,(i'7^ 

UI ' t fC ' % K 1 

't element x^ onveranderd laten en dus tot g behooren. 
Maar dit kan niet, want uit s^ c^ (7~^ = 8. zou volgen 
o'^ = ar^a.o'^ , dus c^ zou tot de rij (a) behooren. 

g<j^ bevat dus alle substituties, die x^ in een zelfde 
element overvoeren: het aantal rijen is dus gelijk aan 
H aantal elementen en de orde eener transitieve groep 
is deelbaar door haar graad. 

§ 46. Men schrijft symbolisch: 

G = g + gcr^H-gcr^ -+-.... -*-g(7,,_.^ «) 

^) Deze schrijfwijze is van Galois. Oeuyres, bldz. 26. 
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g is eene groep, g o-^ niet want deze rijen bevatten niet 
de identische substitutie. De substituties der groep kunnen 
ook anders in rijen geschikt worden, zóó n.1. als sym- 
bolisch wordt voorgesteld door 

G = g + ^i g + ^sS + • • • • + ^"-i g- 

§ 47. Het omgekeerde van de stelling in § 44 is door 
Cauch Y * ) bewezen : is de orde m eener groep G deelbaar 
door een priemgetal p, dan bevat G eene ondergroep 
van de orde p. Sylow *) heeft de stelling uitgebreid : hij 
bewijst, dat eene groep G, welker orde door p" (p = priem- 
getal) deelbaar is, eene ondergroep van de orde p" bevat. 

§ 48. Vormen de substituties 

«j^ ^ 1 , 8^ f «2 > • • • • ^n-i ^ ) 

eene ondergroep g in G, dan kan men al deze substi- 
tuties door eene zelfde substitutie o-^ van G, die niet in 
g voorkomt, transformeeren (§ 15) tot 

^r^*o^i=^' ^^r^^i^Ji, ^r^«2^i» ^r^^n-i^r (2) 

Deze substituties vormen eene groep, want 

a~ 8. (Tj . (T^ S.(T^ = a~ 8. 8j (S^ = (T^ 8^ (J^ 

als 8. 8. = 8^ is. Deze groep stellen we voor door o'7^g^i' 
Alle substituties van de rij gd^ 

transformeeren de groep g in dezefde groep o'~^g(7_^, want 

(«i (fi)"^ 8j (a. 0j) = rr;"^ 8^^ 8. 8. a^ = (T~^ 8^ rr^ 

als de substitutie 8~^8j8. van g door 8^ wordt voor- 
gesteld. 



1) Ëxercices d'analyse et de physique rnathématique, t. III, bidz. 250. 
*) Mathematische Annalen V, bldz. 584. 
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Daar geen twee substituties s. dezelfde substitutie door 
transformatie kunnen opleveren, zal de groep, die uit g 
ten gevolge van transformatie door o-^ ontstaat, dezelfde 
zijn als die, welke met behulp van 8^(t^ ontstaat. 

Op dezelfde wijze transformeert elke substitutie der 
rij g^2 ^® groep g in cr'^gc^. Komt dus in G eene 
ondergroep g voor van den index p, dan komen in die 
groep ook voor de ondergroepen 

welker substituties alle gelijkvormig zijn met die van g. 

Daarom zegt men ook, dat de groepen gelijkvormig zijn. 

Verder heeten de ondergroepen g, g^ , . . . . g^^^ gelijk- 
staande ondergroepen *) in G. 

g is in deze verzameling ondergroepen in niets onder- 
scheiden van gj^ , . . . . g^_j : men kan evengoed van eene 
andere ondergroep g. uitgaan en daarbij door transformatie 
de gelijkstaande ondergroepen vormen; men vindt dan 
hetzelfde stel g, g^, gg, .... g,_^. 

§ 49. Voorbeeld. De symmetrische groep G van 4 
letters (§ 39, 1) bevat de ondergroep g (voorbeeld 3 § 89) : 

8^^{XqX^{x^X^ «g = (x^a^gX^Xg) 8qZ={XqX^^X^ «^ = (0:^X3) (iC^Xg) 

Neemt men a^ = {x^ x^ x^ en a^ = {x^ Xg), dan worden 
de rijen go*^ en go-2: 

g^l = K^2^3)' K^2)» K^2^3^l)» K^2^l)» 

{Xq Xg Xg), (Xq Xg), (Xq X^ Xg Xg) , (Xq X^ Xg) . 

g O-g = (x^ a^g), (x^ Xg ajg), {x^ x^ x^), (x^ x^ x^ x^, 
Transformeert men alle substituties van g door eene 



^) In Duitsche werken: gleichberechtïgte Untergruppen. 
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substitutie van de rij ga^ en door eene van de rij gcr^ 
b.v. door {x^x^ en {x^x^^ dan vindt men de met g 
gelijkstaande groepen: 

*4 = (^O^l) (^2^3) «5 = {^o^i^2^3) «6 ^^ (^0^3^2^l) «7 ^^ (^0^3^(^1^2' 
g2=^^V2: «0 = 1 «i = (^1^2^ «2 = K^3) «3 = K^3)W 

«4 = (^0^2)1^1^3) «6 = (^0^2^3^1^ «6=(^0^1^3^2) «7 = (^0^l)(%) 

§ 50. Deze gelijkstaande groepen, wier gezamenlijk 
aantal substituties gelijk is aan het totale aantal substi- 
tuties van G, bevatten samen niet alle substituties van 
G, want de identische substitutie komt b.v. al v malen 
voor. De groepen g, g^ g2> • • • • bevatten dus zeker 
gemeenschappelijke substituties. Het kan zelfs gebeuren, 
dat zij volmaakt met elkaar overeenstemmen: in dat 
geval zegt men, dat g eene alleenstaande ondergroep *) 
van Q is. 

Voorbeelden. 1. Eene even substitutie blijft door 
transformatie van welke substitutie ook, altijd eene even 
substitutie. Elke ondergroep, die met de alterneerende 
gelijk staat in de symmetrische groep, bevat dus ook 
alle even substituties. De alterneerende groep is dus 
eene alleenstaande groep in de symmetrische groep 

2. Elke ondergroep van eene cyclische groep 

«0=1, S, 8^.... 8^-' 

is eene alleenstaande groep. Want transformeert men 
b.v. 8* door eenig andere substitutie a'*, dan vindt men 

8~ 8* s'^ = s* : er ontstaat dus geen andere substitutie. 
§ 51. Zijn de gelijkstaande groepen 

ë> Sv S2 Sf-l 



*) In Duitsche werken: ausgezeichnete Untergruppe : bij Wkber: 
Normaltheiler. 
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niet identiscb, dan vormen de aan al deze groepen ge- 
meenschappelijke substituties eene groep, want het pro- 
duct van twee dezer substituties moet zoowel in g, als 

in g^, gy_j voorkomen en behoort dus tot de 

verzameling. Maar bovendien is deze groep in G eene 
alleenstaande groep, want wanneer alle gelijkstaande 
ondergroepen 

ë> Si» 82' Sv-l 

door eene zelfde substitutie t van G getransformeerd 
worden, dan gaan zij over in dezelfde reeks gelijkstaande 
groepen in andere volgorde. Eene substitutie (x, die aan 

alle groepen g, g _^ gemeen is, zal dus door 

transformatie overgaan in eene substitutie, die nog in 
alle gelijkstaande groepen voorkomt. Derhalve is de 
grootstgémeene ondergroep der gelijkstaande ondergroe- 
pen g, g^_^ eene alleenstaande groep in G. 

In het voorbeeld van § 49 vinden we als de grootst- 
gémeene ondergroep van g, g^, g^ 

Sq^ 1 ^3 = (^0 ^lH^2 ^3^ *4 ^^ (^0 ^2'^^1 ^S' ^7 ^^ ^^0 ^S^^l ^2'' 

Men overtuigt er zich gemakkelijk van, dat deze sub- 
stituties eene groep vormen en dat de groep alleenstaan- 
de is in de groep G van alle substituties van 4 letters, 
't Is de viergroep van Klkin. ') 

§ 52. We geven nu nog een paar voorbeelden, die we 
voor latere toepassingen noodig hebben : ze zullen doen 
zien, hoe het mogelijk is, groepen te vormen, die vooraf 
bepaalde eigenschappen bezitten. 

Zij vooreerst gevraagd naar de grootste groep van p 
letters (p =. priemgetal), waarvan de cyclische groep van 
p letters eene alleenstaande ondergroep is *). 

Een cyclische groep van een ondeelbaar aantal letters 



>) Klein. Ikosaëder, bldz. 12. 
*) Galois. Oeuvres, bldz. 47. 

BoLZA. American Journ of Math. XIII, bldz 130 
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p bestaat uit de machten van {x^ x^ x^, .. .x _^) of in 
andere notatie, van [z 2 H- 1] mod p. De groep bevat 
dus de substituties 

[z z -{• c] mod p c = O, 1, 2, . . . p — 1. 

Zij t=[z q> (z)] eene substitutie van de gezochte groep G. 
Transformeert men « = [2 2 -h 1] door t, dan vindt men : 

r^8t = [(p{z) 9(2 + 1)] 

Deze substitutie moet tot de cyclische groep behooreu, 
derhalve 

[cp (2) 9 (2 4- 1)] = [2 2 -+- c] of = [9 (2) 9 (2) + c]. 

Daaruit volgt 

9 (2 + 1 ) =E 9 (2) + c (mod p) 

voor 2 = 0, 1, .... p — 1. Derhalve : 

9(l) = 9(0) + c 

qp (2) = 9 (1) -h c = 9 (0) 4- 2 c 



cp (i)^(p{i — 1) -h c ^ qp (0) + i c. 
Stelt men (p (0) = 6, dan vindt men dus 
9 (2) ^ C2 -h 6 (mod p) 

voor c = 1, 2, . . . . p — 1 en 6 r= O, 1, 2, . . . . p — 1. 

De grootste groep, die de cyclische groep van p letters 
als alleenstaande ondergroep bevat, bestaat dus uit p(p — 1) 
substituties. Zij heet de metacyclische groep. 

De cyclische substituties er van vindt men door c = 1 
te stellen. Verschilt c van 1, dan is er onder alle sub- 
stituties waarvoor c dezelfde waarde heeft, éene, waarin 
éen element onveranderd blijft, n. 1. dat, welks index 
voldoet aan de congruentie c 2 + 6 ^ 2 (mod p). 

§ 53. Zij als een tweede voorbeeld gevraagd naar de 
grootste transitieve groep G van p elementen (p = priem 
getal) waarvan geen enkele substitutie (de identiteit uit- 
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gezonderd) meer dan éen element onveranderd laat. ■) 
Elke substitutie s zal regelmatig moeten zijn, want 
was i het kleinste aantal elementen, dat in een cyclus 
voorkomt, dan zou s* i elementen onverplaatst laten zon- 
der de identiteit te zijn. De groep kan dus, behalve de 
identiteit, niet anders bevatten dan cyclische substituties 
van p elementen en regelmatige substituties van p — 1 
elementen. 

Alle substituties, die x^ onveranderd laten, vormen eene 
groep g. Er zullen evenveel substituties zijn, die x^ on- 
veranderd laten, want, als t eene substitutie voorstelt, 
die Xq in x. overvoert (die is er, omdat de groep transi- 
tief is), dan zal de groep, die x^ onveranderd laat, als 
zij door t getransformeerd wordt, overgaan in de groep, 
die x^ onveranderd laat en omgekeerd zal elke substitu- 
tie, die x. onveranderd laat, als zij door t'~^ getransfor- 
meerd wordt, overgaan in eene substitutie, die x^ onver- 
anderd laat. 
Bij de groep g zullen de gelijkstaande ondergroepen 

g^, g j te vinden zijn, die resp. de elementen 

I Xj, x -j onveranderd laten. De groep g moet dan 

I tot index p hebben en dus, als m ook de orde van G 

tjfn 

voorstelt, — substituties bevatten. Hierbij is de identiteit 
P 

971 

en dus nog 1 substituties van p — 1 letters. In 't ge- 

heel zijn er dus p f— — 1) =wi — p substituties van 

p — 1 letters 

Rekent men nog op de identiteit, dan blijkt het, dat 
er m -- (m — p) — 1 = j) — 1 substituties van p letters 
aanwezig zijn. 

Eéne cyclische substitutie van p letters doet door 
machtsverhefflng p — 1 van die substituties ontstaan 
(behalve de identiteit) : met de machten van éene enkele 



>) Weber. Algebra I, § 480. 
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cyclische substitutie van p letters zijn dus de beschik- 
bare cyclische substituties van p letters uitgeput. Deze 
substituties vormen derhalve eene ondergroep van G en, 
daar uit elke cyclische substitutie van p letters door 
transformatie eene dergelijke substitutie ontstaat, vormen 
de cyclische substituties van p letters in G eene alleen- 
staande ondergroep. Maar dan leert de vorige § ons, dat 
de groep G de metacyclische groep moet zijn. 

§ 54. Eangschikken we de substituties van de meta- 
cyclische groep nu nog volgens § 44. Nemen we in de 
eerste rij de cyclische ondergroep der orde p, die gevon- 
den wordt door c =: 1 te stellen en nemen we voor de 
substituties c^ ^2" " ^v-2 ^® volgende : 

(jj = [z 2zl(s^ = lz 32],.... (jp.2 = [z (p-l)z'] 

alles mod. p, dan wordt de rangschikking: 

[z z] , [z z -f- 1], . . . [2 2 + p — 1] 

[z 2z] , [z 2z + l],.... [2 2z-hp — 1] 

[Z (p— 1)Z], [z (p_l)z+l],.... [z (p_l)2;-t-p_l]. 

Men kan met behoud van de eerste rij de rijen nog 
anders op elkaar laten volgen. Is toch g eene primitieve 
wortel (mod. p) d. w. z. is g zóo, dat de getallen g^^ g^, 
g^y. . . . g^~^ bij deeling door p de resten 1,2,3^ ....p — 1 
in andere volgorde geven, dan kan men de o-'s nemen 
in de volgorde <j^ = 1, o-^, o-^^, <7^s, c^p-s (mod. p). 

De (t's vormen dan ook eene cyclische groep van de 
orde p — 1. 



HOOFDSTUK IIL 



Rationalb fünctiën en SUBSTITÜTIEGROEPEN. 

§ 55. Beschouwen we nu de elementen x^, a;^, . . • . x^_^9 
waarop in het vorige hoofdstuk substituties zijn uitge- 
voerd, als onafhankelijk veranderlijke grootheden, die 
de wortels zijn van eene m^*-machtsvergelijking 

X — C^X -h Cg X — . . . . ± C^ = 0. 

Onderstellen we al deze wortels verschillend. 

Is het om de oplossing dezer vergelijking te doen, dan 
zijn de symmetrische functiën c^, c^i. . • . c^ der wortels 
gegeven, terwijl de wortels, of functiën van de wortels, 
waaruit de wortels zelve gevonden kunnen worden, in 
Cj, . . . . c^ moeten worden uitgedrukt. 

§ 56. Elke rationale functie van de wortels blijft door 
een aantal substituties tusschen de grootheden Xqj...,x^ 
onveranderd. 

B. V. de functie van de 4 grootheden x^y x^, x^, x^, 
x^x^ 4- x^x^ blijft onveranderd, wanneer men haar onder- 
werpt aan de substituties 

De functie verandert echter, wanneer zij onderworpen 
wordt aan eene andere substitutie der vier letters. 
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We beschouwen alleen rationaU functiën, omdat van 
de veranderingen van irrationale functiën niets te zeggen 
is, b. V. van de functie x^ — x^ kan men zeggen, dat zij 
van teeken verandert, als men x^ en x^ verwisselt; of de 

functie l^x^ — 2 aj^ a^^ + x^ door deze verwisseling van 

teeken verandert, is echter niet uit te maken. 

§ 57. Alle substituties, die eene rationale functie der 
grootheden a^^, . . . . x^_j^ onveranderd laten, vormen eene 
groep, want, wordt ^ onveranderd gelaten door de sub- 
stituties Sj^ en Bq, dan kan men eerst a^ en daarna s^ op 
(p toepassen, zonder dat cp verandert: cp is dus onveran- 
derd gebleven door «^ s^, d. w. z. als «^ en a^ behooren 
tot de substituties, die cp onveranderd laten, behoort a^Sg 
er ook toe. 

Eene rationale functie, die door elke substitutie veran- 
dert, maakt geen uitzondering op den regel: de substi- 
tutie 1 alleen laat haar onveranderd en deze substitutie 
vormt eene groep op zich zelve. 

Voorbeelden. 1. Elke symmetrische functie van a;^, . . . . 
^m-i ^^y^* onveranderd door alle substituties der m groot- 
heden. Al deze substituties vormen samen de symme- 
trische groep. 

2. De alterneerende functie der m grootheden 

verandert van teeken, als zg aan eene transpositie wordt 
onderworpen . Zij blijft dus onveranderd door alle sub- 
stituties, die als een even aantal transposities geschreven 
kunnen worden d. i. door alle substituties van de alter- 
neerende groep. 

3. De functie x^x^ -+- x^x^ blijft onveranderd door de 
groep van 8 substituties, die wij in de vorige § hebben 
neergeschreven en in § 39, 3 behandeld. 

4. De functie 

{x^ -*- f aj^ -h e^x^ -h . . . . ^"^'^x^^^r 
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waarin £ eene complexe m^-maohtswortel der eenheid 
voorstelt, blijft onveranderd door de cyclische substitutie 
{x^x^. . , . ^yn-d ®^ ^^^^ *^ hsiTe machten, dus door de 
cyclische groep. Door elke andere substitutie verandert zij. 

§ 58. Omgekeerd zijn ook bij elke groep rationale 
functiën te vinden, die door de substituties der groep en 
door geen andere substituties onveranderd gelaten worden. 

Daartoe kan men de functie ') 

V = ^0 ^0 ■+■ ^1 ^1 "^ ^m-l ^m-1 

vormen, waarin X^, X^» . . . . X^_^ verschillende constanten 
voorstellen en op deze functie de substituties «^ = 1, 8_^, . , . . 
, . . . s^_^ der groep g toepassen. Gaat V daardoor over 
in V, V^, .... V^j, dan zal elke symmetrische functie 
dezer grootheden door de substituties van g en dóór 
geen enkele andere substitutie onveranderd blijven. 

Men zegt, dat eene functie en de substitutiegroep^ 
waardoor zij onveranderd blijft, bij elkaar behooren. 

§ 59. Beschouwen we eene groep G, eene ondergroep 
g van den index v en eene functie <p, die bij g behoort. 
Schrijven we dan, zooals in § 44 de substituties van G 
in rijen, waarvan de eerste door de substituties van g 
gevormd wordt: 



«0 = 


1 


9 




y 
y 






> • • • • \_1 


«0*^-- 


■1 


y 


«1 'T... 


-1' 


"2 ".'- 


-1 


» • • • • ^l-l ^''-1 



dan laten alle substituties der eerste rij cp onveranderd; 
alle substituties der 2de rij voeren (p in dezelfde functie 
(Pj over, waarin c^ cp overvoert. Evenzoo zullen alle sub- 
stituties eener andere rij (p in eene en dezelfde functie 
(p. overvoeren. En daar het aantal rijen v is, zal (p door 



^) Galois. Oeuvres bldz 36. 
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alle substituties van groep 6 v verschillende waarden 
krijgen: (p, cp^, cp^, . . . . 9,._^. 

Deze waarden (p, cp^, cp _^ heeten toegevoegde 

fiinctiën van 9 in de groep G. Men zegt, dat q> in G 
v-waardig is. Het aantal waarden van ^ is een deeler 
van ml 

Voorbeeld. De functie XQX^-\'X^x^y die door de acht 
substituties van de groep g (§ 49) onveranderd blijft, 
wordt door de rij g o*^ overgevoerd in x^ x^ 4- x^ x^ en 
door de rij g o-^ in x^ x^ -f- x^ Xg. Deze functie is dus drie- 
waardig in de symmetrische groep. 

§ 60. Bij elk der functiën cp, cp^, <p^,_^ behoort 

eene groep. 

Daar cp, ^^_^ volmaakt dezelfde functiën zijn van 

de veranderlijken x^^ ^m-v waarbij die verander- 
lijken alleen telkens in andere volgorde genomen zijn, 
zijn de groepen, die er bij behooren, zeker gelijksoortige 
groepen en men overtuigt er zich gemakkelijk van, dat 
het de gelijkstaande groepen zijn van § 48. 

Immers, de functie ^^ ontstaat uit <jp door de substitu- 
tie (T^ ; omgekeerd ontstaat (p uit cp^ door de substitutie af^. 

Past men nu op cp^ achtereenvolgens toe de substitutie 

<Tr^, eene substitutie van g en daarna Vi, dan gaat eerst 
cp^ over in cp, daarna blijft (p onveranderd en vervolgens 
gaat cp weer over in cp^. De functie (p^. blijft dus onver- 
anderd door de groep c."^ go*^. 

Behoort (p dus bij eene ondergroep g van G, dan be- 
hooren de toegevoegde functiën cp_^, cp^, (p^_^ bij 

de daarmede gelijkstaande ondergroepen 

^r' g ^1^ ^2''ë^2 ^vZ'i g ^.-r 

Zijn deze gelijkstaande ondergroepen identiek, zoodat 
g eene alleenstaande ondergroep is, dan behooren alle 

toegevoegde functiën cp, <p^ (f^_^ bij éene en 

dezelfde groep. 

§ 61. Dat bij eene zelfde groep verschillende functiën 



J 
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kunnen behooren, is reeds in § 58 gebleken. Tusschen 
deze functiën heeft Laqranq£ ') een merkwaardig ver- 
band gevonden : zij zijn rationaal in elkaar uit te drukken. 
Zij, om eene eenigszins algemeenere stelling te bewijzen, 
^ eene functie, die onveranderd blijft door alle substi- 
tuties, die de functie cp onveranderd laten en misschien 
door nog andere substituties. De groep bij (f behoorende 
is dan eene ondergroep van de groep, die ^ onveran- 
derd laat of deze groep zelve. Alle substituties, die cp in 
cp^. overvoeren, zullen dus ook ^ in eene zelfde functie 
overvoeren. Laat (p door alle substituties overgevoerd 
worden in 

en ^ door dezelfde substituties in 

^f ^1 > • • • • ^i^—i 

dan kunnen er onder deze laatste functiën gelijke voor- 
komen. 

Vorm nu de rationale functie 

\S — qp ? — <Pi ' ' I— qPy_i/ 

eene geheele functie van den graad v — 1 in ?, die 
door alle substituties in zich zelve wordt overgevoerd 
en die dus eene symmetrische functie van x^, aj,, . . . x - is. 
Stelt men hierin ? = cp, dan vindt men als 

(I — qp) (I - qPl) . . . . (5 - qP._i) = r (f ) 

wordt gesteld 

R (qp) = $ . r' (cp) of 

- r' (qp) 
d. w. z. ^ is rationaal in cp uit te drukken *). 

^) Mémoires de rAcadémie de Berlin, 1771. 
*) Weber, Algebra I, § 155, Ie druk, 1895. 
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Alle geheele rationale functiëDy die bij eene zelfde groep 
behooren, kuDnen dus over en weer rationaal in elkaar 
worden uitgedrukt. En elke geheele rationale functie der 
grootheden aj^, . . . . x^_^ is rationaal uit te drukken in de 
m /-waardige functie V van § 58. 

§ 62. Laat nu O eene functie z\jn, die bij eene groep G 
behoort en cp eene functie, die behoort bij de ondergroep g, 
die in G den index v heeft. Dan is cp v-waardig in G en 
de toegevoegde functiën (f , (p^, . . . . (p _^ zullen de wortels 
zijn van de vergelijking 

(I — (|p)(J — ()P,)....(f-<IP,_,) = 

welker coëflBcienten door de substituties van G onveran- 
derd blijven : deze coëfficiënten zijn dus rationaal in <l> en 
Cj, ^2» . . . . c^ uit te drukken. 

De V toegevoegde waarden van ^ in G zijn dus de wor- 
tels van de v^ mach ts vergelijking 

f — R^ (<ï>, c^, Cg, . . . cj 5'"^ + . . . 4- R^ (cD, c^, Cg. . .cj= o 

waarin de R's rationale functiën voorstellen '). 

§ 63. Beschouwen we nu nog eens Laqranqb's oplos- 
sing van de volledige derdemachtsvergelijking: 

/ -h c^ a;^ H- Cg x -^ Cg =: 0. 

(§ 14, vergelijking (41)). De functiën der wortels, die 
bekend zijn, n. 1. c^, Cg, Cg behooren bij de symmetrische 
groep G: 

h = K ^i) «4 = (^1 ^2) h = (^0 ^2)' 

Lagrange bepaalt nu eerst de functie (x^ -4- e x^ -h e^x^f, 
waarin e eene complexe derdemachtswortel der eenheid 
voorstelt, uit eene vierkantsvergel^jking, welker coëfficiën- 
ten rationaal in de e's zijn. Dit is in overeenstem- 



M Lagranoe. Mém. de Berlin, 1771. 
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ming met de stelling in de vorige §, want de functie 
(a;^ -j. g a;^ 4- g2 ^j^ |jjjj£|. onveranderd door de substituties 

»Q = 1 8^ = {x^x^x^ 8^z:z{x^x^x^ 

die eene ondergroep van G vormen van den index 2. 
Daarna bepaalt Lagrangb de functie a;^ •+■ e x^ 4- e^ x^^ 
die alleen door de substitutie 1 onveranderd blijft en 
die dus uit eene derdemachtsvergelijking te vinden is, 
welker coëfficiënten rationaal zijn in (a;^ -h e a:^ + e x^ 
en de e's. Maar dan is elke functie van de wortels, dus 
ook de wortels zelve, rationaal uit te drukken in deze 
functie x^A- tx^-^ ê x^, 

§ 64. Aan dit eenvoudige voorbeeld is te zien, hoe 
de gang der bewerkingen zal moeten zijn bij de oplos- 
sing der mde-machtsvergelijking 

De functiën c^, Cg, . . . . c^ der wortels, die bij de sym- 
metrische groep G behooren, zijn bekend. Zondert men 
uit de groep G eene ondergroep g af van den index v, 
dan kan men eene functie cp, die bij g behoort, uit 
eene vde-machts vergelijking bepalen, welker coëfficiënten 
rationale functiën der c' s zijn. 

In de groep g kan men weer zoeken eene ondergroep 
g' met aanwijzer v': eene functie cp' die bij deze onder- 
groep behoort, kan men dan vinden uit eene vergelij- 
king van den graad v', welker coëfficiënten rationaal in 
cp en de e's zijn uit te drukken. In g' kan men weer 
eene groep g" vinden van den aanwijzer v", en eene 
functie cp" bepalen uit eene vergelijking van den graad 
v" met bekende coëfficiënten Zoo voortgaande kan men 
eindelijk eene functie vinden, die bij de groep 1 behoort 
en waarin de wortels rationaal zijn uit te drukken. 

§ 65. De oplossing van de vergelijking is dus terug- 
gebracht tot het oplossen der resolventen, waaruit de 
functiën cp, (p', cp'', gevonden kunnen worden. 
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Zal echter de vergelijking (1) opgelost kunnen worden 
door worteltrekkingen, dan zijn de hulpfunctiën, die be* 
paald moeten worden vóór men eene uitdrukking voor 
de wortels vindt, door worteltrekking te bepalen: die 
functiën zijn dus wortels van binomische vergelijkingen. 

We staan dus nu voor de vraag: onder welke omstan- 
digheden zal de vde-graads resolvente voor cp (§ 62) eene 
binomische vergelijking worden? 

De wortels eener binomische vergelijking verschillen 
alleen in een constanten factor (een complexen een- 
heidswortel) : die toegevoegde functiën blijven dus door 
dezelfde substituties onveranderd. De gelijkstaande groe- 
pen van § 60 zijn in dit geval identiek: de ondergroep, 
waarbij de functie behoort, is eene alleenstaande onder- 
groep. Derhalve: zal de functie cp, die bij de ondergroep 
g in eenige groep G behoort, uit eene binomische ver- 
gelijking gevonden kunnen worden, dan moet g eene 
alleenstaande ondergroep in G zijn. 

Daar de wortel trekkingen, die bij de oplossing eener 
vergelijking uitgevoerd moeten worden, altijd terug te 
brengen zijn tot worteltrekkingen, waarvan de exponent 
een ondeelbaar getal is, zal voor de algebraïsche oplos- 
baarheid op de wijze, die hier geschetst is, vereischt wor- 
den, dat de groep g, die bij de functie op behoort, eene 
alleenstaande ondergroep is in G, waarvan de aanwijzer 
een priemgetal is. 

§ 66. Omgekeerd blijkt deze voorwaarde ook voldoen- 
de te zijn: als g een alleenstaande ondergroep is van. 
eene groep G van ondeelbaren index, is bij g altijd eene 
functie te vinden, die uit eene binomische vergelijking 
te bepalen is. Is toch qp eene willekeurige bij g behoo- 

rende functie en zijn op, (p_^, (p,._j de toegevoegde 

functiën in G, dan blijven al deze functiën onveranderd 
door alle substituties van g, omdat de met g gelijkstaan- 
de ondergroepen van G met g identiek zijn. De functie 

;f = (jp -4- é qp^ -H 6^ qpg -h ^""^ (f ^^^ 
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waarin e eene complexe vc^e-machtswortel der eenheidis, 
blijft dus ook onveranderd voor de substituties van g. 

Gaan we na, wat deze functie / wordt, als wij er alle 
substituties van G op toepassen; denken wij daarbij die 
substituties gerangschikt in de rijen van § 44. 

De substituties 5^= 1, ^j» ^ ^n-i ^^° 8 ^^^^ X 

onveranderd. <t^ voert alle (p's in dezelfde grootheden in 
andere volgorde over; hetzelfde doen alle substituties 
S^i' X wordt daardoor overgevoerd in Xr Evenzoo voe- 
ren alle substituties gc^ de functie x ^^ eene zelfde func- 
tie X2 over. Zoo voortgaande blijken alle mogelijke sub- 
stituties van G, uitgevoerd op de grootheden 

verwisselingen van deze grootheden ten gevolge te hebben. 

Deze (f-substituties vormen eene groep F, die isomorf 
is met de groep G en wel komt met elke n substituties 
van G éene substitutie van T overeen. 

De groep F tusschen de v grootheden cp, (f^ _^ 

bevat V substituties; maar daar v hier ondeelbaar onder- 
steld wordt, is de groep F (§ 45, 3) cyclisch, x^ (§ 57, 4) 
blijft dus onveranderd door alle substituties der groep 
F (als tenminste de volgorde der cp's in x behoorlijk ge- 
kozen is)f dus ook door alle substituties der groep G. 
X is dus rationaal in 4> en de e's uit te drukken: 

De functie /, die bij de alleenstaande ondergroep g 
van ondeelbaren aanwijzer behoort, is dus uit eene bino- 
mische vergelijking van ondeelbaren graad te bepalen. 

§ 67. Het algemeene plan voor de oplossing eener 
hoogere-machtsvergelijking, in § 64 geschetst, moet nu 
in zooverre nader gepreciseerd worden, dat men niet 
geheel vrij is in de keuze van eene ondergroep g in de 
groep G: neemt men voor g eene alleenstaande onder- 
groep van ondeelbaren aanwijzer in G, voor g' eene 
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alleenstaande ondergroep van priem index in g, enz., 
dan worden alle resolventen, die ons achtereenvolgens 
de functiën cp, 9', . . . . doen vinden, binomische verge- 
lijkingen. 

We worden er dus nu toe geleid, te onderzoeken of 
het mogelijk is uit de symmetrische groep af te zonde- 
ren eene alleenstaande ondergroep van priem index; 
uit deze weer eene in deze groep alleenstaande onder- 
groep van priem index, enz totdat wij eindelijk komen 
tot de groep 1. 



HOOFDSTUK IV. 



Ontbinding van grobpen. 

§ 68. Elke groep G bevat als alleeustaaude ondergroe- 
pen zich zelve en de identische groep. Bevat G geen 
andere alleenstaande ondergroep, dan heet G enkelvou- 
dig; in het tegengestelde geval heet G samengesteld. 

Voorbeelden. 1. Eene cyclische groep van ondeelbaren 

graad b.v. s^, »^, «^, 5^, s^, s^ = 1 bevat geen enkele 

ondergroep, dus ook geen alleenstaande ondergroep. De 
groep is dus enkelvoudig. 

2. Eene cyclische groep van deelbaren graad, b.v. 

^19 4> *i» *i> ^2' *i = 1 bevat als ondergroep de groep 

«_^ , s^ , s^ = 1 en dit is eene alleenstaande ondergroep 

(§ 50, voorbeeld 2). De groep is dus samengesteld. 

§ 69. Is de groep G samengesteld, dan kan men uit 
G eene alleenstaande ondergroep g afzonderen ; is g weer 
samengesteld, dan kan men in g eene alleenstaande 
ondergroep g' vinden; zoo voortgaande moet men ein- 
delijk tot eene enkelvoudige groep komen, waarin 1 de 
eenige alleenstaande groep is. De reeks G, g, g', g", ... 1 
heet de samenstellende reeks van de groep G, als men er 
ten minste voor gezorgd heeft, dat de groep g de grootste 
in G aanwezige alleenstaande groep is, dat m. a. w. er 
niet eene groep bestaat, die alleenstaande in G is en g 
bevat; en als hetzelfde geldt voor g' in g enz. 
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De groepen g', g", . . . behoeven niet in G alleen- 
staande te zijn. 

Is de index van g in G 't getal v, van g' in g 't getal 
v', ... enz., eindelijk van 1 in de voorafgaande groep 

v^*\ dan heeten v, v', . . . v^*^ de samenstellingsfactoren van G. 

Voorbeeld. De groep «, 8^, .... s^^ = «^ =: 1 bevat de 

maximale alleenstaande ondergroep s^, s^, /, s^, s^^, 1 
van den index 2. Deze groep bevat de maximale alleen- 
staande ondergroep s^, s^, 1 van den index 2, terwijl de 
ondergroep 1 in deze enkelvoudige groep den index 3 
heeft. De samenstellingsfactoren zijn dus hier 2, 2, 3. 

§ 70. Het is soms mogelijk verschillende samenstellende 
reeksen voor eene zelfde groep op te schrijven. De cycli- 
sche groep van de 12de orde is b.v. ook te ontbinden in 
g = (8^, s\ s\ s^^= 1); g = {8^ 8^= i); g" = 1. De samen- 
stellingsfactoren zijn in dit geval 3, 2, 2. 

JoRDAN M heeft bewezen, dat de samenstellingsfactoren 
eener zelfde groep bij verschillende ontbindingen alleen 
in volgorde kunnen verschillen. De samenstellingsfactoren 
eener cyclische groep zijn altijd, in de eene of andere 
volgorde, de priemfactoren van haar orde. 

§ 71. De alterneerende groep G van meer dan vier 
letters is enkelvoudig ^). 

Bewijs. Eene alleenstaande ondergroep g van G zou 
geen cyclische substitutie van drie letters {x^ x^^ x^ kunnen 
bevatten, want was dat het geval dan zou men deze 
kunnen transformeeren door de substitutie 

/ ^0 ^1 ^2 ^3 ^4 • • • ' \ £ /^O ^1 ^2 ^8 ^4 • • • • \ 
\X,,X^X^.X;^X, .... ) \X,,X^^X^X^X^ / 

waarvan er ééne zeker tot G behoort; uit {x^^x^x^ zou 
men dan vinden {x^^ xa x^) en deze zou zeker tot de 



*) JoRDAN, bldz 42. HöLDER, Math. Ann. XXXIV. Pierpont, Am. 
Journ. of Math. XVIII. 
») JoRDAN, bldz. 63; Weber, I § 177. 
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alleenstaande ondergroep behooren. Maar zoo zou men 
dit van elke cyclische substitutie van drie letters kunnen 
bewijzen en dan zou de groep, blijkens hetgeen in het 
2de voorbeeld van § 39 gezegd is, de alterneerende groep 
moeten bevatten. De groep g kan dus geen cyclische sub- 
stitutie van drie letters bevatten zonder met G samen 
te vallen. 

Het zal nu blijken, dat welke substitutie s men ook 
onderstelt tot g te behooren, daaruit afgeleid kan wor- 
den, dat g eene cyclische substitutie van drie letters 
bevat en dus met G samenvalt Te gelijk met 8 is ook, 
als a eene substitutie van G is, o- -^ « o- eene substitutie van 
g en 8-^ 0—^ 8 (7 insgelijks. Deze substitutie nu zal, als men 
(T eenvoudig kiest, veel eenvoudiger dan 8 worden, omdat 
alle letters, die door a niet omgezet worden, door deze 
substitutie niet verplaatst zullen worden : want zij worden 
achtereenvolgens alleen verplaatst door s"^ en « Gaan 
we nu alle mogelijke onderstellingen voor 8 na. 

1°. Laat 8 een cyclus van meer dan 3 letters bevatten : 

8 = {XqX^x^^ • • • • ^fc) Neem dan a = {x^x^x^ dan wordt 

s'^ a'^8a = [x^x^ x^x^^) {x^x^^x^ . . . . ic^) = {x^x^x^. 

g wordt dan tot G. 

2°. Laat s twee cycli van drie letters bevatten: 8 •= 

= (XqX^X^ [x^x^x^). 

Neemt men dan o = (x^x^x^ dan wordt 8~^ a~^ sa = 

KVl) (^3^6^4) (^2^1^3) (^0^4^5) = K^l^éVs)' ^^^^ ^®^^ S^'^" 

stitutie zou weer leiden tot eene cyclische substitutie van 
drie letters. 

3°. Laat nu 8 = {XqX^x^ (^3^4) • • • • * ) ; tiest men dan 

(j = (XqX^x^) dan wordt «~^ (j~^ 8 a zzz (x^x^^) {x^x^) {x^x^^ 
4°. Bevat 8 drie transposities s = (x^^x^) (x^x^) {x^x^ .... 



^) Daar *t aantal transposities even moet zijn, moet hier nog 
iets volgen. 
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dan vindt men voor a = i^o^c^^) «~^ <ï~^ « (t = {^q^^ (^2^3) 

K^ö) ( Vi) K^s) K^ö) = ^^2^4) (^1^6^^^ ®^ ^^* g^^* ^^®* 

blijkens 2°. 

5°. Bevat eindelijk s twee transposities en éen element, 
dat niet verplaatst wordt : s = (a^^ x^) {x^ x^) (x^), dan vindt 

men als a = {x^ x^x^) is : s~^ o~^8(s = {XqX^){x^x^){x^x^){x^ x^) = 

= (XqX^x^ ; ook dit kan dus niet. Hiermede zijn alle ge- 
vallen behandeld: de alterneerende groep van meer dan 
4 letters is dus enkelvoudig. 

Is het aantal letters 4, dan kan men voor s ook nog 
het geval nemen, dat zij uit twee transposities bestaat 
en dan vindt men juist de alleenstaande ondergroep 

1 {x^x^){x^x^) (XqX^){x^x^) {x^x^){x^x^), 

de viergroep, waarop reeds in § 51 is gewezen. 

§ 72. Komen we nu nog eens terug op de algebraïsche 
oplosbaarheid der algemeene hoogere-machtsvergelijkin- 
gen, dan kunnen we den eisch voor de oplosbaarheid, 
in § 67 gegeven, nu aldus formuleeren: de samenstel- 
lingsfactoren der groep moeten priemgetallen zijn. 

§ 73. De symmetrische groep van drie letters 

1 (x^x^) {x^x^x^) (x^x^) (x^x^x^) (x^Xg) 

heeft tot samenstellende reeks de alterneerende groep 
1, {XqX^x^j (XqX^x^) en de identische groep, waarvan 
de factoren zijn 2, 3 De algemeene derdemachtsverge- 
lijking is dus algebraïsch op te lossen. 

De symmetrische groep G van vier letters heeft tot 
samenstellende reeks : de groep G, de alterneerende groep, 
de viergroep, de groep i, (x^Xj) [x^x^], de identiteit. 
De samenstellingsfactoren zijn dus 2, 3, 2, 2. Dit zijn 
priemgetallen: de vierdemachtsvergelijking is dus alge- 
braïsch op te lossen. 

De symmetrische groep G van meer dan 4 letters 
bestaat uit G, de alterneerende groep en vervolgens, 
daar de alterneerende groep enkelvoudig is, de identische 
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groep. De samenstellingsfactoren zijn dus S, —^ . Deze 

getallen zijn niet priem: de algemeene wde-machtsver- 
gelijking is dus voor m > 4 niet algebraïsch op te lossen 
op de wijze, waartoe wij hier gekomen zijn. 

§ 74. Het zou ondertusschen de vraag zijn of men 
niet tot eene oplossing zou kunnen komen, wanneer men 
zich niet, zooals wij gedaan hebben, beperkte tot het 
beschouwen van geheele, rationale functiën der wortels. 
Maar in plaats van deze lacune aan te vullen, stappen 
we liever af van de beschouwing van de zeer speciale 
vergelijkingen, die we tot nu toe behandeld hebben, om 
het vraagstuk in zijne volle algemeenheid onder handen 
te nemen. 

De vergelijkingen met geheel onbepaalde lettercoëffi- 
cienten vormen n.1. niet het algemeenste geval; zijn de 
wortels onafhankelijk veranderlijke grootheden, dan zijn 
functiën dier wortels alleen dan gelijk als zij identiek 
zijn. Heeft men daarentegen te doen met vergelijkingen 
met getallen-coëfficiënten, dan kunnen functiën der wor- 
tels wel degelijk gelijk zijn zonder identiek te wezen. En 
deze numerieke gelijkheid kunnen we niet voorbijzien. 
Want de stelling, dat de substituties, die eene rationale 
functie der wortels onveranderd laten, eene groep vormen, 
blijft niet waar, wanneer slechts geëischt wordt dat zij 
numeriek onveranderd blijft. Was toch cp eene functie, die 
door de substituties s^^ en s^ niet veranderd werd, dan 

konden we vroeger zeggen : pas op cp = (fg de substitutie 
«2 toe, dan komt er (fg z=i(fg ^ ^ maar daar (p^ =r (p is, 
is ook <pg s ^^ ? ®^ blijft dus cp door het product der 
substituties 8^ en s^ ook onveranderd. Deze redeneering 
was juist zoolang cp en (pg identiek waren : zijn ze enkel 

numeriek gelijk, dan behoeven cp en cpg volstrekt niet 

hetzelfde op te leveren als zij aan eene zelfde substitutie 
worden onderworpen. 
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Voorbeeld. De vergelijking 

/ 4- a;5 4- a;* ^. a;3 ^ x^ 4- aj -+- 1 = O 
heeft tot wortels 

2 8 

Xq — e , x^ — t , Xg — é 

4 6 6 

Xg — 6 , X^ — é , X^ — 6 

als e eene complexe Tcle-machts wortel der eenheid is. De 
functiën der wortels 

n •'^ö ' •*'2 •*^3 ' 3 1 » 6 •*'4 

hebben alle dezelfde waarde e en voor geen andere 
waarden van i en j krijgt x^ a;.* dezelfde waarde e^. Dat 

de substituties, die x^ x^ in deze 4 waarden overvoeren, n.1. 

geen groep vormen, is zonder nader onderzoek duidelijk, 
omdat de 2de.machten der laatste twee substituties er 
niet bij zijn. 

De substituties, die eene functie van de wortels nume- 
riek onveranderd laten, behoeven dus volstrekt geen 
groep te vormen. Daarmee is de grondslag verdwenen, 
waarop de geheele theorie omtrent het verband tusschen 
rationale functiën en substitutiegroepen was opgetrokken. 
Schijnt daarmee deze theorie geheel te vallen, bij nader 
inzien zal blijken, dat er heel wat van te redden is: het 
komt er maar op aan, de beschouwingen, waarbij het de 
vraag was, welke functiën van m onafhankelijk veran- 
derlijken door algebraïsche bewerkingen uit de symme- 
trische functiën dier veranderlijken konden worden opge- 
bouwd, uit te breiden tot het geval, dat de onafhan- 
kelijk veranderlijken bekende grootheden worden. 

Daarvoor is het echter noodig van naderbij te beschou- 
wen de verzamelingen van getallen, die ontstaan als op 
een stel gegeven grootheden op alle mogelijke wijzen de 
vier hoofdbewerkingen der algebra worden uitgevoerd. 



HOOFDSTUK V. 



Getallenliohambn, algebraïsche lichamen. Lichaam 

VAN Oalois eener VERQSLIJKINO. 

§ 75. Onder een getallenUchaam verstaat men eene ver- 
zameling van getallen van dien aard, dat door optelling, 
aftrekking, vermenigvuldiging en deeling van deze getal- 
len geen andere getallen ontstaan dan die tot de ver- 
zameling behooren. Deeling door nul, eene onmogelijke 
bewerking, wordt hierbij uitgesloten. 

Het begrip getallenUchaam, zij het dan ook in zeer 
elementairen vorm, vindt men het eerst bij Galois. *) 
Dedekind *) heeft de getallenlichamen, het eerst uitvoe- 
rig behandeld. 

Daar de eenheid ontstaat door de deeling van twee 
gelijke getallen, bevat elk getallenlichaam de eenheid 
en daarmee alle geheele en gebroken getallen. 

De verzameling der rationale getallen is dus het een- 
voudigste lichaam, wanneer men ten minste het lichaam, 
door het getal nul alleen gevormd, buiten beschouwing laat. 



*) Galois, Oeuvres, bldz. 35. 

*) Dirichlet-Dedekind Zahlentheorie § 159 in den 2den druk 
(1871) en de volgende drukken; Dedekind in Buil. de Darhoux, l, 
1877. Kronecker. Grundzüge einer arithm Theorie der algehr. 
Grossen, Crelle^s Journal, Bnd. 92. Kronecker (en anderen) spreekt 
van een Rationalitatsbereich. Vergelijk voor dit geheele hoofdstuk: 
Weber, Algebra I, Buch III. 
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Alle reëele getallen vormen ook een lichaam. 

Evenzoo alle complexe getallen (met de reëele getallen 
er bij). 

§ 76. Men kan de getallen van een lichaam O door 
de vier hoofd bewerkingen verbinden met het getal x^ dat 
niet in het lichaam O voorkomt. Daardoor ontstaan 
nieuwe getallen, die met de oude een nieuw lichaam Q! 
vormen. Men zegt dan, dat het lichaam Q! uit O door 
toevoeging van x is ontstaan. 

Men kan ook meer grootheden of een lichaam aan een 
lichaam toevoegen. 

Het lichaam der complexe getallen ontstaat b.v. door 
toevoeging van IX — 1 aan dat der reëele getallen. 

§ 77. Eene geheele rationale functie van x^ 

f[x) ~ c^x'' -t- c^x""-^ + . . . H- c^ 

welker coëfficiënten tot het lichaam il behooren, heet 
eene functie in ü. Zulk eene functie kan in £2 ontbind- 
baar of niet-ontbindbaar zijn. De ontbindbaarheid hangt 
werkelijk samen met de uitgebreidheid van ü '); de 
functie 

x^ -t- 100 = (a;^ — 2 ic 1^5 + 10) (x^ -+- 2 x 1^5 + 10) 
= (x — 1x^5 — IX— 5) {x — 1X5 + IX— 5) 

{x + 1X5 — IX— 5) {x + 1X5 + IX— 5) 

is onontbindbaar in het lichaam der rationale getallen, 
ontbindbaar in 2 tweedegraadsfactoren, als men 1X5 
aan 't lichaam der rationale getallen toevoegt en in 4 
eerstegraadsfactoren, als men daarna ix — 1 toevoegt. 

Elke functie wordt ontbindbaar, als een harer wortels 
aan het lichaam wordt toegevoegd. 

§ 78. Heeft eene functie F{x) in il éen wortel van 
eene in dezen zin ooontbindbare fuoctie f{x) in il, dan 
heeft zij alle wortels van f{x). Want de grootste gemeene 



*) Galois, Oeuvres, bldz. 35. 
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deeler van F(x) en f{x), die door rationale bewerkingen 
te vinden is, is eene functie in Q. Maar f{x) heeft geen 
andere deelers in Q. dan zich zelf of een getal van Q. 

§ 79. Is F{x) eene functie in ü, die geen twee gelijke 
wortels heeft, dan ontstaat door toevoeging van een 
wortel a van F(x) aan 't lichaam een nieuw getallen- 
lichaam ü(a) dat we een algebraïsch lichaam noemen. 

Is F(x) ontbindbaar en is 

/(a;) = a;" + c/-^ + ...c„ (1) 

de onontbindbare factor van F{x)j die den wortel a bevat, 
dan heet het lichaam ü(a) van den nden graad. 

§ 80. Elke grootheid in het algebraïsch lichaam 0(a) 
kan als eene geheele rationale functie van a, of korter, 
als eene functie van a in ü, van lageren dan den n^^ 
graad geschreven worden. 

Bewijs. Door elementaire herleidingen is elk algebraïsch 
getal, dat door optelling, aftrekking, vermenigvuldiging 
en deeUng van a en de getallen van ü kan ontstaan, te 

brengen tot den vorm |-j— |, als 9 en t]^ functien in ü 

zijn, die geen factor gemeen hebben. Men kan den teller 
nu zoo schrijven, dat de deeling opgaat. 

^{x) toch zal onderling ondeelbaar moeten zijn met 
f{x), daar anders de noemer nul zou worden. Bij twee 
onderling ondeelbare geheele functien ^{x) en f{x) kan 
men echter altijd 2 zulke geheele functien g^ (x) en g^ (x) 
bepalen, dat identiek: 



*) Zoekt men n.1. den g. g. d. van ip(x) en f(x) door deeling, noemt 
men 't iste quotiënt Qj, de l«te rest Ri, 't 2de quotiënt Qj, de 2de 

rest Rj, enz., dan is 

Rj = /*(a?) — Qi.i//(rc) 
Rj = i/(ir) — Qj Rj 

R3 = Ri — Q3 • ï^i 

Rn = Rn- 1 — Qn • ^n- 1 
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De break ]-^ kan dus ook geschreven worden : 

en nu wordt, als men x=ra stelt: 

Is bij de deeling van x(^) ^^or f{x) het quotiënt 
q {x) en de rest r (o;), dan is deze rest van lageren dan 
den wden graad. x=:a stellende vindt men nu 

• ^^, = r{a). 

Voorbeeld. Elke grootheid in 't lichaam D (i), waarbij 
i een wortel is van de vergelijking a;^ + 1 = O kan 
uitgedrukt worden als eene geheele rationale functie 
van i van lageren dan den 2den graad. 

§ 81. Elke grootheid in ü (a) kan ook maar op éene 
wijze zoo uitgedrukt worden, want de gelijkstelling van 
twee dergelijke uitdrukkingen zou eene vergelijking geven 
van lageren dan den nden graad, die met de onontbind- 
bare vergelijking; van den nden graad ƒ (x) = O een 
wortel a gemeen zou hebben. 

§ 82. Zijn a^, a^, . . . . a^_^ de andere wortels van de 
vergelijking (1), dan kan men ook vormen de lichamen 

ü (a^), D (ög) ö (a^_i) 

die de toegevoegde lichamen van O (a) heeten. 



De laatste rest is geen functie van x. Drukt men nu met behulp 
van deze betrekkingen achtereenvolgens de resten R,, .... Rn uit in 
f(x\ ip{x) en de Q's, dan vindt men ten slotte 

R« =Pi(x)V'(x) + Pj(aj)/'(a?) 

waarin Pj en Pj geheele functiën der Q's en dus van x blijken te 
zijn. Deelt men door 't getal R«, dan vindt men de toegepaste 
stelling. (Zie Weber, Algebra I, § 6). 
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§ 83. Is ,az±:r (a) eene grootheid in Q, (a), dus eene 
geheele, rationale functie van a van lageren dan den 
nden graad met coëfficiënten, die tot O behooren, dan 
kan men vormen de grootheden 

Deze grootheden heeten de toegevoegden van r{a). 

Onder de toegevoegde grootheden kunnen gelijke voor- 
komen. Het is echter gemakkelijk toegevoegde groot- 
heden te vinden, die alle verschillen. Daartoe behoeft 
men slechts de Fs in 

r (a) = il a**"^ 4- ig a**-^ + -\- k^ 

zóó te kiezen, dat niet voldaan wordt aan eenige verge- 
lijking 

r (a,) = r (o.) 

hetgeen altijd mogelijk is omdat er volgens onderstelling 
onder de a's geen gelijke voorkomen. 

§ 84. Onderstellen we dus a, a^, .... a^_^ verschil- 
lend. Deze grootheden zijn de wortels eener w^ machts- 
vergelijking 

De coëfficiënten zijn symmetrische functiën der wortels 
a, «j, oc^_^ : zij kunnen dus rationaal in de coëffi- 
ciënten der vergelijking (1) § 79 uitgedrukt worden en 
zijn dus grootheden in ü. 

Laat (f (I) een onontbindbare factor zijn van (|), 
dan moet cp ($) zeker voor ééne der waarden a nul worden. 
Is nu 

(p («) = qp [r (a)] = O, 

dan hebben de vergelijkingen 

(p[r(x)] = en f{x) = 

een wortel a gemeen. De laatste vergelijking is onont- 
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bindbaar : alle wortels van ƒ (x) = O voldoen dus aan de 
eerste vergelijking. Derhalve is 

9>[^(ai)] = 0, qp[r(a2)]=0,.... 9 [r (a^_^)] = O 
of 

(p(?j wordt dus nul voor de n verschillende waarden 
a, a^, a^, . . . a^_^, (p (|) verschilt dus niet van (|), der- 
halve is ^(1) in dit geval onontbindbaar. 

§ 85. Zijn de toegevoegde grootheden a, a^, . . . a^_j 
niet alle verschillend, maar komen er slechts p verschil- 
lende onder voor, dan zal (p(|) slechts voor al deze p 
waarden nul worden en elke andere onontbindbare factor 
van ^(^) zal dezelfde wortels hebben. 4>(^) zal dus eene 
macht van (p(|) moeten zijn en p zal een factor van n 
wezen. 

In deze en de vorige § is dus bewezen: 
elke grootheid a van een algebraïsch lichaam ü(a) van 
den n*^ graad is te vinden uit eene n^'-machtsvergelij- 
king in ü ; die vergelijking is onontbindbaar als a en al 
hare toegevoegde grootheden verschillen. Zijn er maar p 
ongelijke onder, dan moet p een factor van n zijn en is 
de vergelijking de (w : p)^*-macht van eene onontbindbare 
vergelijking van den p*^ graad. 

Voorbeeld. Elke complexe grootheid is de wortel van 
eene reëele vierkantsvergelijking, die onontbindbaar is; 
de andere wortel is de toegevoegde complexe grootheid. 

§ 86. Als de grootheden a, a^, . . . . (x^__^ alle onderling 
verschillen, heet aziir(a) eene primitieve grootheid in het 
lichaam 0(a). 

Zijn er, behalve de getallen van ü, geen andere impri- 
mitieve grootheden in ü(a), dan heet ü(a) een primitief 
lichaam. 

§ 87. De primitieve grootheden spelen een belangrijke 
rol in een algebraïsch lichaam: elke grootheid van het 



i 
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lichaam Q(a) kan n.1. rationaal in eene willekeurige 
primitieve grootheid van het lichaam Q.{a) uitgedrukt 
worden. Is toch w eene grootheid van Q{a) en zijn a)_^, 
Wg, . . . . 0)^ _^ de toegevoegde grootheden ; zijn a, a^, . . . . 
%-i toegevoegde primitieve grootheden en is 

dan stelt 



|_« J_«^ t — «n-ü 

eene geheele functie van den n — P^^ graad in ^ voor, 
welker coëflScienten symmetrische functiën van de wortels 
a, a_2, . . . . a^ _^ zijn : het is dus eene functie in ü Noemen 
we deze functie T (^), dan vinden we, als we ^ = a stellen: 

_ y(«) 

&) is dus rationaal in a uit te drukken. Hieruit volgt, dat 
het lichaam Q.{a) even goed kan genoemd worden een 
lichaam Q (a) : men kan het ook beschouwen als ontstaan 
te zijn door toevoeging aan ü van een wortel a der 
onontbindbare vergelijking in ü ^ (^) = 0. 

§ 88. Daar de grootheden a, a^, . . . . a^_^ als wortels 
van eene onontbindbare vergelijking in een eigenaardig 
verband tot elkaar staan, is het niet te verwonderen, dat 
de lichamen Q. (a), Q, {a^\ . . . . Q {%_j) iiiet altijd onafhan- 
kelijk van elkaar zijn. Het kan zelfs gebeuren, dat deze 
lichamen identiek zijn. In dit geval heet het lichaam een 
licJiaam van OaUyis of een normaxd lichaam. 

In dit geval behoorena^, .... a^_j^ tot Q.(a) en zijn dus 
alle wortels van (1) rationaal in a uit te drukken. Maar 
daar elk der lichamen Q. (a^) dan een normaal lichaam 
is, kunnen de wortels der vergelijking (1) rationaal in 
elk hunner worden uitgedrukt. 

Ook de toegevoegde grootheden van een primitief 
element kunnen in dit geval rationaal in dit element 
uitgedrukt worden. 
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§ 89. Voegt men alle wortels van eene vergelijking 
van den mden graad 

F (x) = O (2) 

aan het lichaam ü toe, dan krijgt men een lichaam, dat 

men kan voorstellen door ü (a, a^, ^m-i)- ^^* 

lichaam kan ook verkregen worden door éen wortel 
eener andere vergelijking aan ü toe te voegen. Neem 
toch de functie der wortels: 

V = X o -h a,a., + i^a^ 4- . . . . Vi«m-r 

Onderstellen we, dat door alle substituties s, s^ s^, 

^mi-i ^^^ ^® wortels deze functie overgaat in V, V^, 

^2' ^n»/-i ®^ ^^^ ^® grootheden X, \, X^_^ 

zoo gekozen zijn dat geen twee waarden V^ gelijk zijn, 
dan is de functie 

4.(|) = (|-V)(|- V,).... (I-V„,_,) 

eene functie van | in D. Is nu w eene grootheid van 

het lichaam ü (a, o^, ^w-i^ ®^ ^^^ ®®^® geheele 

rationale functie van a, a^, . . . . a^_j ; zijn w^, oi^^, , . . 
• • • • %/-i ^® waarden, waarin w overgaat door de sub- 
stituties », s^, . . . . «„j;_i, dan is 

eene functie van ^ van den graad ml — 1. Voor $ ■= F 
vindt men hieruit 

Evenzoo vindt men door ^ = V. te stellen : 



(O 



_T(V.)_ 



6) is dus eene grootheid van Q. (V), het algebraïsch lichaam, 
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dat ontstaat als men aan Q toevoegt den wortel V van 
een onontbindbaren factor der vergelijking O (|j = 0. 

Daar ook elke grootheid van ü (V) voorkomt in het 
lichaam i2(a, a_^, .... a^_j), zijn de lichamen ü (V) en 
ü (a, a^, .... a^_j) identiek. 

§ 90. Het lichaam Ü(V) is een normaal lichaam, want 
is de onontbindbare factor van de vergelijking (|) = O 
waaraan V voldoet 

9(|) = (?-V)(|-V^) .... (|-V^_,) = (3) 

dan zijn blijkens het voorgaande V^, Vg, .... V^_^ ook 
grootheden van het lichaam ü (a, a^, .... cij^_^) en dus 
van het lichaam i2(V). 

De vergelijking (3) heet de resolvente van Galois van 
de gegeven vergelijking (2) in § 89. De graad er van is 
blijkbaar een deeler van mf Kan deze resolvente opge- 
lost worden, dan vindt men V en daardoor alle groot- 
heden van het lichaam Ü(V), dus ook de wortels a, a^, 

(i^_2 der gegeven vergelijking. Oorspronkelijk zijn 

natuurlijk alleen de grootheden van het lichaam ü, dat 
uit de coëfficiënten der vergelijking (2) wordt afgeleid, 
bekend. 

§ 91. Daar het lichaam D (V) een normaal lichaam is, 
kunnen de grootheden V^, Vg, .... V^_^ als geheele ratio- 
nale functiën van V van hoogstens den graad n — 1 geschre- 
ven worden met coëfficiënten uit ü. Wij stellen dus: 

V, = r,(V), V2 = r2(V) V^.,' = r„_, (V). 

Substitueert men in eene functie in Q, van V de aan 
V toegevoegde wortels, dan ontstaan de toegevoegde 
funciiën, die met de gegeven functie, wortels zijn van 
eene onontbindbare w^^e-machts vergelijking in ü. 

Past men dit toe op r.(V), dan zijn dus 

^•^(V). r.(V,), r,(V2)....r.(V„_,) 

de wortels eener onontbindbare w^^-machtsvergelijking; 
deze vergelijking heeft met de onontbindbare GALOis'sche 
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resolvente (3) een wortel rJV) = V^ gemeen, alle wortels 
zijn dus aan beide vergelijkingen gemeenschappelijk. 
De grootheden 

r^iV), r,{V^h r,{V^) :. . . r,{Y„_,) 

blijken dus de wortels V, V^, Vg, .... V^_j in andere 
volgorde te zijn. 

De grootheid t^C^j) wordt verkregen door eerst op V 
de substitutie a^. toe te passen: men vindt dan V^ of 
r.{V); daarna vervangt men V door V^, d. w. z. men 
past daarna de substitutie s^ toe. Het blijkt dus, dat 
als twee substituties s. en a^ uit V eene der toegevoegde 
grootheden V, V^, Vgi ^n-i ^^®^ ontstaan, het pro- 
duct dier substituties ook uit V eene dier toegevoegde 
grootheden doet ontstaan en dus tot de verzameling der 
substituties behoort: 

de substituties «, s^, s^, .... a^^, die eene primitieve 
grootheid V van het lichaam van Galois der verge- 
lijking F{x):=zO in de toegevoegde grootheden over- 
voeren, vormen eene groep G. 

Deze groep heet de groep van Galois van het lichaam 
12 (V) of ook de groep van Galois van de vergelijking 
Fix) = 0. 

§ 92. De groep van Galois bezit de volgende twee 
fundamenteele eigenschappen : 

I Elke functie in ü van de wortels van i^ (aj) = O die 
een getal van 't lichaam £2 is, blijft onveranderd door 
de substituties van G. 

II. Elke functie in ü van de wortels van F{x) = Of 
die (Dumeriek) onveranderd blijft door alle substituties 
van G, is een getal van Q, '). 

Bewijs. I. Is w eene functie in ü van de wortels 
a, a_^,. . . a^_j, dan kan men de wortels in V uitdruk- 
ken en zoo in overeenstemming met § 89 vinden w =x (V). 



*) Galois. Oeuvres, p. 38 Froposition I. 
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Voert men eerst op de wortels de substitutie s. der 
Galois'sche groep uit, dan krijgt men w^, die volgens 
§ 89 dezelfde functie x van V^. is : w^ = x (V^)- Is echter 

X (V) = C of V een wortel van x (^) — C = O, dan zijn 
ook Vj, Vg, . . . V^_j wortels dezer vergelijking, derhalve is 

z(Vi) = x(V2) = ... =3((V„_,) = 0. 

II. Blijft eene functie in Q van a, a^, . . . a^_^ numeriek 
onveranderd door alle substituties van G, dan is die 

functie gelijk aan -- (x -h Xi + X2 "♦■ + Xn-i) ^ i- 

eene symmetrische functie der grootheden V, die dus 
uit te drukken is in de coëfficiënten van 9 (^) d.i. in 
getallen van 't lichaam ü 

Uit I volgt nog, dat elke rationale betrekking in ü 
tusschen de wortels van JP (x) = O waar blijft, als men 
er eene substitutie van G op toepast. 

§ 93. Gelden omgekeerd deze twee eigenschappen voor 
eenige substitutiegroep, dan is die groep de groep van 
Galois der vergelijking. 

Bewijs. Blijft elke rationale betrekking in ü tusschen 
de wortels waar, als men er eene substitutie 8^ op toe- 
past; is de resolvente van Galois (f (?) = 0, en voldoet 
hieraan de functie V van de wortels a, a^, . . . a^_ j, dus 

is (f (V) = 0; dan blijft deze rationale betrekking 

waar, als men er de substitutie 8. op toepast, waardoor 
V in V^ overgaat. Derhalve is ^(V^.) ook nul, maar dan 
is V. een wortel van de GALOis'sche resolvente en 8. eene 
substitutie van de groep van Galois. Bezit dus eene 
groep G' de eigenschap, dat elke in ü rationale betrek- 
king tusschen de wortels waar blijft, als men er haar 
substituties op toepast, dan is G' de groep G zelf of een 
harer ondergroepen. 

Bezit eene groep G' = (s, s^, 5^, . . .) de eigenschap, dat 
elke in Q rationale functie van de wortels a, a^, . . . . a^, 
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dié (numeriek) onveranderd blijft door de substituties 
van G', een getal van ü is, dan is 

(5-V)($-VJ(f~V^).... 
eene functie van ?, met coëfficiënten, die onveranderd 
blijveu door de substituties van G'; volgens het onder- 
stelde zijn de coëfficiënten dus getallen van 12. Maar dan 
moet de resolvente van Galois, die onontbindbaar is en 
den factor $ — V bevat, een deeler hiervan zijn. De groep 
van Galois is dus de groep G' zelf of een ondergroep 
er van. 

Volgens het eerste deel van 't bewijs is dus G' de 
groep G of een van hare ondergroepen; volgens het 
tweede deel is G' de groep G of is G een ondergroep 
van G'. Derhalve moet G' identiek zijn met G. 

§ 94. De GALOis'sche groep van de algemeene m-^ 
machtsvergelijking (welker wortels onafhankelijk veran- 
derlijke grootheden zijn) is de symmetrische groep van 
m letters. 

Want is weer (f(?) de onontbindbare factor van 4>(^), 
die den wortel V bevat, dan krijgt men, als men in deze 
functie in ü (welker coëfficiënten dus functies der e's 
zijn) de e's door de wortels a vervangt en ook de V's in 
de a's uitdrukt, eene functie der a's, die nul is voor alle 
waarden der a's, die men aan deze grootheden wil geven. 
Die functie is dus identiek nul; maar dan laat zij elke 
substitutie toe. Derhalve is Qp(V^) nul voor elke waarde 
van i, dus is cp (|) met 4> (?) identiek en is de vergelijking 
4) (?) =: O onontbindbaar. De groep G omvat dus alle sub- 
stituties s, ^j, • • • • V'_j[. 

In dit geval zegt Kronecker»), dat de vergelijking 
geen ajfect heeft. 

§ 95. Is in een ander geval de graad van het Galois'- 

771 / 

sche lichaam n, een deeler van m/, dan heet — '- de 

' n 

graad van het aflfect der vergelijking. 

*) Grundzüge einer arithm. Theorie der algebr. Grossen, bldz. 36). 
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Is het affect zoo groot mogelijk m/, dan is de graad 
der GALOis'sche resolvente 1 en dan komen de wortels 
zelve in het lichaam O der coëfficiënten voor. 

Voor de oplossing eener vergelijking zal men er nu 
op uit moeten zijn, aan het lichaam der coëfficiënten 
getallen toe te voegen, waardoor de GALOis'sche resolvente 
in het uitgebreide lichaam ontbindbaar wordt. Daardoor 
neemt het affect der vergelijking toe en dit moet voort- 
gezet worden tot de GALOis'sche resolvente van den eer- 
sten graad wordt en het affect der vergelijking m/ is 
geworden. 

§ 96. De eigenschappen der vergelijking spiegelen zich 
af in eigenschappen der groep '). 

Eene ontbindbare vergelijking heeft b. v. eene intran- 
sitieve groep. Want is f(x) = O de onontbindbare factor 
van F{x) = O, die van de m wortels a, a^, .... a^_j 
alleen de wortels a, a^, .... a^_j^ [n < m) bevat, dan is 
/(a) = 0, zonder dat f(a.) nul is voor i> n — 1. In de 
groep der vergelijking kan dus volgens I (§ 92) geen 
substitutie voorkomen, die a in a. overvoert. De groep 
is dus intransitief. 

Weet men omgekeerd, dat de groep intransitief is, 
zoodat alle substituties van G de wortels a, a^, , . . . a^_^ 
(n < m) alleen onderJing maar niet met de andere wortels 
kunnen verwisselen, dan blijft het product 

(a; — a) (a; — a^) {x — a^_^) 

door alle substituties van G onveranderd. Derhalve is het 
eene functie in il en is dus F{x) ontbindbaar. 

Eene vergelijking is dus al of niet ontbindbaar, al naar 
gelang haar groep intransitief of transitief is. 

In verband met § 45 gevolg 4 is dus de orde van de 
groep eener onontbindbare vergelijking een veelvoud van 
den graad der vergelijking. 



) JoRDAN, bldz. 259. 



HOOFDSTUK VI. 



FüNCTIËN DER WORTELS VAN GETALLEN VERGELIJKINGEN EN 
ONDERGROEPEN DER GaLOIS'sCHB GROEP. 

§ 97. In § 89 hebben we gezien, dat elke grootheid w 
van 't lichaam ü (a, a^, ^m-i) rationaal in de groot- 
heid V uit te drukken is 

<o = z(V) 

en dat elke toegevoegde grootheid w. {s^ is eene substi- 
tutie van de groep G van Galois) dezelfde functie is 
van V^.: 

«i = z (V,). 

Past men op deze laatste vergelijking in ü ( V) de substi- 
tutie 8. van G toe, dan blijft zij bestaan; derhalve: 

en dus 

(co.) . = co. .. 

Past men dus op eene functie in ü (V) achtereenvol- 
gens twee substituties toe van de groep van Galois, dan 
krijgt men hetzelfde resultaat, als wanneer men het pro- 
duct der twee substituties op de functie toepast. 

Hiermede is het bezwaar weggenomen in § 74 genoemd : 
de groep van Galois blijkt zoo te zijn voor functiën der 
wortels eener numerieke vergelijking wat de symmetri- 
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sche groep was voor functiën van onafhankelijk veran^ 
derlijke wortels eener algemeene vergelijking. De eigen- 
schappen van Hoofdstuk III blijken dan ook door te 
gaan voor numerieke vergelijkingen, als men slechts de 
symmetrische groep vervangt door de groep van Galois 
en andere groepen, die ondergroepen waren van de sym- 
metrische groep, door ondergroepen van de groep van 
Galois. 

§ 98. Alle substituties van G, die eene grootheid co 
van het lichaam i2 (V) onveranderd laten, vormen eene 
groep; en omgekeerd: bij elke groep g van G is eene 
grootheid van ü (V) te vinden, die door deze substituties 
en door geen andere van G onveranderd blijft. 

Bewijs. 1®. Past men op w achtereenvolgens de sub- 
stituties 8^ en 8, toe, die w onveranderd laten, dan vindt 

men &).=:&) en daarna w. . = mj •=. w. De substitutie 8. 8. 

laat dus u ook onveranderd. 
2**. Vormen de substituties 

eene ondergroep g van G, dan blijft 

onveranderd door alle substituties van g en door geen 
andere. Deze functie is niet de eenige, die door de 
substituties van g onveranderd blijft: men kan er elke 
symmetrische functie van V, V^, Vg, .... V ^^ voor nemen. 

Van de functie w zegt men, dat zij bij de groep g, 
van de groep, dat zij bij de functie behoort. 

§ 99. Is V de index van eene ondergroep g in de 
groep G van Galois, en is w eene functie der wortels, 
die bij g behoort, dan krijgt w door alle verschillende 
substituties van G v verschillende waarden. 

Bewijs. Schrijf weer evenals in § 44 de substituties 
van G in rijen, waarvan g de eerste vormt. 
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Ifl g = («o = ï» ^1» V %-i)^ ^^^ is w = »^^ ="sg = 

. . . . Wg • Past men op deze vergelijking in V de sub- 
stitutie 0-^ toe, dan krijgt men, daar (wg)^ zrwg. ^ is: 

Evenzoo blijkt, dat alle substituties van elke volgende 
rij &) ook in een en dezelfde toegevoegde waarde overvoeren. 
Daar het aantal rijen v is, is de stelling bewezen. 

§ 100. Deze toegevoegde waarden 

zijn de wortels eener onontbindbare v^'-machtsvergelij- 
king in Q (V) : 

(S — co)(S-co,)(|-a,2)....(?— co,_,) = 0. 

De vergelijking is onontbindbaar, want elke vergelij- 
king r ($) = O in ü (V), die den wortel ^ = w heeft, blijft 
bestaan, als men er de substituties van 6 op toepast, 
derhalve heeft die vergelijking ook de wortels w^, w^, . . . w^,_^. 

§ 101. De stelling van Lagrangb (§ 61) luidt nu: als 
eene functie <ï> in ü (V) onveranderd blijft door alle 
substituties van G, die eene andere functie <f in ü (V) 
onveranderd laten (en misschien nog door andere sub- 
stituties), dan is 4> rationaal in cp uit te drukken, m. a. 
w. 4> is dan een getal van het lichaam O(^) 

't Bewijs is als vroeger. 

§ 102. Gaan we nu na, wat er van het GALOis'sche 
lichaam Ü(V) der vergelijking en van de GALois'sche 
groep G der vergelijking wordt, wanneer het oorspron- 
kelijk lichaam ü verruimd wordt door toevoeging van 
de eene of andere grootheid e 

De groep van de vergelijking in het nieuwe lichaam 
ü(e) wordt bepaald door den in 't nieuwe lichaam on- 
ontbindbaren factor van 4>($), die den wortel V bevat. 
Deze factor heeft met den in 't lichaam Q, onontbind- 
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baren factor eea wortel gemeen en al zijne wortels komen 
dus in den ouden factor voor. De groep wordt dus ge- 
vormd door een deel van de groep in 't oude lichaam. 

Door toevoeging eener grootheid wordt de groep eener 
vergelijking dus gereduceerd tot eene ondergroep, die 
ondertusschen nog identiek kan zijn met de oorspron- 
kelijke groep, wanneer de GALOis'sche resolvente niet 
ontbindbaar wordt. 

De oplossing van de vergelijking bestaat nu daarin, 
dat door achtereenvolgende toevoeging van grootheden 
aan het lichaam Ü, de GALOis'sche resolvente terugge- 
bracht wordt tot den eersten graad en de GALOis'sche 
groep, tot de identische groep. Het is nu dus eerst de 
vraag, door toevoeging van welke grootheden aan 't 
lichaam il, de GALOis'sche resolvente werkelijk van lage- 
ren graad en de groep G dus kleiner wordt. 

§ 103. Voegt men eene functie der wortels w, die bij 
eene ondergroep g van G behoort, aan het lichaam Q. 
toe, dan wordt de GALOis'sche groep der vergelijking 
gereduceerd tot de ondergroep g '). 

Elke rationale functie in ü(w) van de wortels der 
vergelijking, die eene grootheid van het lichaam ü(w) 
is, blijft toch onveranderd door alle substituties van g 
(§92, I); en ook elke rationale functie der wortels, die 
onveranderd blijft door de substituties van g is volgens 
de stelling van Laqrangb een getal van O (u). 

§ 104. Zijn de substituties van de groep g 

dan is de onontbindbare factor, die zich van de GALOis'sche 
resolvente 

.f(l) =(|_V)(|-V,)....(|-V„_,) 
afsplitst door toevoeging van o aan het lichaam ü 
(l-V)(|-V,^)(|-V,^)....(|-V,^_^). 

>) Galois, Oeuvres p. 42, proposition IV. 
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Sohryft men volgens § 44 de substituties van G in rijen 

G = g + T^g + T2g+....r,_jg 

dan zal het product 

onveranderd blijven door alle substituties van g en dus 
eene grootheid zijn van het lichaam ü (oü). 

De GiLOis'sche resolvente splitst zich dus door toe- 
voeging van co aan 't lichaam £2 in v factoren, die elk 
hetzelfde aantal wortels V. bevatten M. 

§ 105. De functie oo, door de toevoeging van welke de 
groep der vergelijking gereduceerd wordt tot de groep 
g, die in G den index v heeft, moet echter eerst zelve 
bepaald worden uit eene resolvente van den v<*^ graad. 
We zullen een stap nader gekomen zijn tot de oplossing 
van de vergelijking F {x) = O, als wij er eerst in geslaagd 
zijn een wortel te vinden van de resolvente 

r(|) = (| — co)(| — a>,)....(J-a, _,) = 0. 

Om de oplosbaarheid dezer resolvente te beoordeelen, 
vormen we eerst haar GALOis'sche groep F. Deze groep 
bestaat uit alle substituties der grootheden w, . . . .w^ _^ 
die de rij 

£0, (O^, £0^, (O^ _j (X) 

overvoeren in de analoge rijen, die hieruit door de substi- 
tuties van G ontstaan. De u's zijn n. ]. functiën van 
a, a^, . . . . a^. Elke vergelijking tusschen de w's blijft dus 

waar, als men op de a's de substituties van G toepast, 
d.i. als men op de go's de genoemde substituties toepast. 
Laat eene functie van &) deze permutaties toe, dan blijft 
zij ook onveranderd door de substituties van G en is zij 
dus een getal van ü. 
Is de groep g in G eene alleenstaande ondergroep, dan 



*) Galois. Oeuvres, p. 40, proposition II. 
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behoort zij bij alle waarden van &) en dan zullen alle 
q substituties van G, die in g voorkomen, geen verande- 
ring in de rij (X) teweegbrengen. 
Wordt de groep G dan geschreven 

G = g-hg (7, 4-g dg +....-+- g(7„_^ 

(§ 49) dan voeren alle substituties g t. de rij (k) in éene 
en dezelfde rangschikking over. Daaruit blijkt, dat de 
groep r in dit geval isomorf is met G, terwijl met elke 
rij van g éene substitutie van G overeenkomt. Het aan-^ 
tal substituties van de groep F is dus w : g = v ; en der- 
halve even groot als het aantal elementen, waarop de 
groep opereert. 

Daar de groep bovendien transitief is, is zij in dit 
geval regelmatig. 

§ 106. Is de index v een priemgetal, dan wordt de 
groep G eene regelmatige groep van ondeelbare orde, 
derhalve de cyclische groep van v elementen. 

Het is de moeite waard, dit geval een beetje meer in 
't bijzonder na te gaan. De groep G is, zooals reeds op- 
gemerkt is, isomorf met F en met elke q substituties 
van G komt éene substitutie van F overeen. Alle 5 sub- 
stituties, die in g voorkomen, komen overeen met de 
identische substitutie van F. Eene substitutie go-, die 
niet in g voorkomt, komt overeen met eene substitutie 
T van de cyclische groep F der orde v. t", en geen la- 
gere macht van t, is de identische substitutie, dus is ook 
(gcx)*' en geen lagere macht van g o-, eene substitutie van 
g Wat de orde van go- betreft, met eene macht van 
g(T, die de identische substitutie is, komt in F overeen 
eene macht r, die de. eenheid is. Deze laatste heeft tot 
exponent een veelvoud van v ; de orde van g o* is dus ook 
een veelvoud van v. Derhalve: 

als g eene alleenstaande ondergroep van G is van 
den ondeelbaren index v, dan zal de vde macht, en 
geen lagere, van elke substitutie, die in G maar 

6 
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niet in g voorkomt, eene substitutie van g zijn en 
de orde van elke substitutie van Q, die niet in g 
voorkomt, is een veelvoud van v. 
§ 107. Is g geen alleenstaande ondergroep van G, maar 
hebben de gelijkstaande groepen 

(die zeker de identische substitutie gemeen hebben) eene 
groep h gemeen, dan is dit (§ 51) zeker eene alleenstaan- 
de ondergroep van G. Heeft deze in G den index fx(> v), 
dan zullen telkens (j. substituties van G de rij (X) onver- 
anderd laten. Met elke jx substituties van G komt dan 
éene substitutie van F overeen : de groep F zal dan n : fi 
substituties bevatten. De GALOis'sche groep van de resol- 
vente, die m doet kennen, is dan dezelfde als de groep 
van de resolvente, waaruit te bepalen is eene functie, 
die behoort bij de grootst gemeene ondergroep der 

groepen g,gi,. . . • g. .^ 

In plaats van w, die behoort bij de groep g, kan men 
dus met dezelfde moeite bepalen eene functie, die behoort 
bij de in G alleenstaande groep h. Door toevoeging van 
deze functie reduceert zich dan de GALOis'sche groep tot 
de alleenstaande ondergroep h. 

Resumeerende hetgeen in §§ 103 — 107 gebleken is, 
komen we dus tot het resultaat, dat reductie der groep 
kan verkregen worden, als men aan het lichaam Q 
toevoegt eene functie der wortels, die in het lichaam 
Q (o, (t^, .... (f^_2) of Q. (V) voorkomt; elke mogelijke re- 
ductie door eene dergelijke toevoeging kan verkregen wor- 
den door de functie zoodanig te kiezen, dat de groep, die 
er bij behoort, eene alleenstaande ondergroep van G is. 

§ 108. Het is nu de vraag, of reductie der groep ook 
kan plaats hebben door toevoeging eener algebraïsche 
grootheid e, die niet in het lichaam Q. (V) voorkomt. 
Deze grootheid zal wortel zijn van eene in 't lichaam ü 
onontbindbare vergelijking x (^) = 0. Onderstellen we 
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bovendien deze vergelijking van ondeelbaren graad, dan 

kunnen wij bewijzen, dat e tot het lichaam Q. (a, a^, a^) 

zal moeten behooren, wanneer door toevoeging van s aan 
ü reductie der groep zal kunnen ontstaan. 

Laat toch door toevoeging van e de GALOis'sche resol- 
vente gereduceerd worden tot den in ü(s) onontbind- 
baren factor 

(l-V)(|-V,) ...(|-V,_,) = 

dan bestaat de groep der vergelijking in 't lichaam 12 (e) 
uit de substituties 

die eene ondergroep g van G vormen, stel van den index j. 
Laat nu (f eene functie in Ü(V) zijn, die bij deze 
groep g behoort dan zal 

(l-V){|-V,)....(|-Vj_,) 

volgens de stelling van Laqrangb rationaal in cp zijn uit 
te drukken. Voegt men echter in plaats van e de groot- 
heid (f aan 't lichaam Q toe, dan zal de onontbindbare 
factor van de GALOis'sche resolvente ook 

(l-V)(|-V,).... (I-V,_i) 

worden. Derhalve zullen de coëfficiënten van dezen vorm 
zoowel rationale functiën van e als rationale functiën van 
(f zijn: 

= t + r\ (f) l'-^ + r'2 (qp) I'-' + .... + r\{<p) 

Deze vergelijking is identiek: men kan er voor ^ eene 
willekeurige waarde van Q in schrijven. Vervangt men 
bovendien cp door u, dan wordt aan de vergelijking 

^' + t\ {u) I^-^ h- r'^{u) 5^-' -H . . . . 4. r'^ (u) - 
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voldaan door w = (p. En daar de factor (? — V) . . . (? — ^i-i^ 
zeker niet gelijk is aan eenigen anderen factor der 6a- 
LOis'sche resolvente, zal aan deze vergelijking door geen 
der waarden i6 = cp^, (p2, . . . . voldaan worden. 

Derhalve zal de vergelijking (jS) geen anderen wortel 
dan cp met de onontbindbare resolvente, ƒ (w) = O [in 't 
lichaam ü (cp)] gemeen hebben. 'Zoekt men dus den grootst 
gemeenen deeler van den veelterm in (jS) en f{u)^ dan 
vindt men een lineairen vorm, waarin de bekende term 
eene functie van e is. Deze moet voor w = cp nul worden. 
Dus vindt men zoo cp in e uitgedrukt. Derhalve komt (f 
in ü(e) voor. Volgens § 85 is dus de graad van het 
lichaam O (cp] een deeler van den graad van het lichaam 
Q, (s). De graad van Q. (e) is dus j of een veelvoud daar- 
van. Is echter / (s) = O van ondeelbaren graad, dan kan 
die graad niet een veelvoud van ^' maar alleen^' zelf zijn. 
Dan echter zijn de lichamen i2((p) en ü(e) identiek; e 
is dan ook rationaal in (p uit te drukken: e is dus een 
grootheid van het lichaam ü (V). 

Kronkcker noemt de grootheden van het GALOis'sche 
lichaam £2 (V) eener vergelijking F(x) = O de natuurlijke 
irrationaliteiten der vergelijking. Boven is dus bewezen, 
dat reductie der groep alleen verkregen kan worden door 
toevoeging eener natuurlijke irrationaliteit ^), wanneer ten 
minste de in li onontbindbare vergelijking, waarvan die 
grootheid de wortel is, van ondeelbaren graad is. 

§ 109. We zijn nu voldoende voorbereid om de eischen 
voor de oplosbaarheid van eene vergelijking door de 
verruiming van het lichaam der coëfficiënten nader te 
onderzoeken. 

Wil men eene vergelijking oplossen door worteltrek- 

*) Weber, - Algebra I, § 157. Jordan, p. 270. Deze eigenschap is 
de uitbreiding van de stelling van Abel, dat, als eene vergelijking 
oplosbaar is door wortel trekking, elke wortelgrootheid, die in de 
uitdrukking van de wortels voorkomt, rationaal kan worden uitge- 
drukt in de wortels en in eenheidswortels. 
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king, dan lost men telkens binomische resol venten op. 
En men kan het dan altijd zoo inrichten, dat deze 
binomische resolventen zijn van ondeelbaren graad. 

Maar wanneer men zich beperkt tot de oplossing van 
resolventen van ondeelbaren graad en wortels dezer 
resolventen aan het lichaam der coëfficiënten toevoegt, 
dan krggt men volgens § 107 alleen reductie der groep, 
wanneer de irrationaliteit, die men toevoegt eene natuur- 
lijke is. De toe te voegen grootheden heeft men dus in 
't GALOis'sche lichaam Q. (a, a„ <^rn-i) öf ü ( V) der ver- 
gelijking te zoeken. Maar de toevoeging van elke groot- 
heid uit het üchaam Q. (V) kan zóó geschieden, dat de 
groep der vergelijking gereduceerd wordt tot eene alleen- 
staande ondergroep. En, wanneer de resolvente, waaruit 
men de toe te voegen grootheid moet vinden, van on- 
deelbaren graad is, zal de index der alleenstaande onder- 
groep in de groep van Galois een priemgetal zijn. 

Voor de oplosbaarheid van de vergelijking blijkt het 
dus weer noodig te zijn, dat de groep van de vergelijking 
ontbonden kan worden zoo dat de achtereenvolgende 
alleenstaande ondergroepen in de voorgaande groep telkens 
een ondeelbaren aanwijzer hebben. 

De samenstellingsfactoreo van de GALOis'sche groep der 
vergelijking moeten dus priemgetallen zijn. 

Maar dan krijgt men nog de resolvente op te lossen, 
die de toe te voegen natuurlijke irrationaliteit zal doen 
kennen. Die resolvente heeft (in § 105 is 't gebleken) tot 
groep de cyclische groep. Het komt er dus nu op aan 
de oplossing te vinden van vergelijkingen met cyclische 
groep, d. i. van cyclische vergelijkingen. 



HOOFDSTUK VII. 



Cyclische vkbgblijkingbn "). 

§ 110. Eene vergelgking heet cyclisch, als hare groep 
cyclisch is. De groep is dus b. v. 

G = [So = l,8,8^....8**'^] 

als B := (a, a^, ag . . . . o,^_-^ is. 

De cyclische groep is transitief, eene cyclische verge- 
lijking is dus onontbindbaar. 

De identische substitutie is de eenige substitutie der 
groep, die den wortel a onveranderd laat; zij laat ook 
a^ onveranderd. Derhalve is volgens de stelling van La- 
GRANGE a^ rationaal in a uit te drukken in het lichaam Q. : 

Deze vergelijking blijft echter bestaan, als men er de 
substituties der groep G op toepast. Derhalve 

ttg = qp (a^), ttg = qp (ttg), . : . . a = qp (a^ _ ^). 

Voert men de notaties 

cp [cp (a)] = 9^ (a), cp [<f (a)] = (f (a), .... enz. 

in, dan wordt 

a^ = qp (a), «2 = qp (a), «g = qp (a) , . . . a = qp** (a). 

De in ü rationale functie (f heeft dus de periode n en 
de wortels a, a^, a^, . . . . a^_^ vormen een cyclus. 



1) JoRDAN, bldz, 286; Weber, I, § i63. 
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§ 111. Omgekeerd is elke onontbindbare vergelijking, 
welker wortels op deze wijze een cyclus vormen, eene 
cyclische vergelijking. 

Is toch a^ = ?^ (a) (* = 0, 1, 2, . . . .) (1) 

en neemt men de indices daarbij gelijk als zij congruent 
zijn mod. n ; is eene substitutie van de groep der vergelijking 



8 



_/aa^a^.... a^^^ x 



dan moet de vergelijking (1) waar blijven, als er deze 
substitutie op wordt toegepast. Derhalve 

\ = ^* («i) » 
maar daar a.z=iq)\a) is, vindt men 

Derhalve is 

i^^t -f- A:(mod. n). 

De substitutie a wordt dus: 



8 






Dit is echter de i^ macht van de substitutie 

(a «1 «2 %-i) 

Derhalve behoort elke substitutie van de groep der ver- 
gelijking tot de cyclische groep. De groep der vergelijking 
is dus of de cyclische groep zelf of eene ondergroep 
daarvan: het laatste is echter onmogelijk omdat de ver- 
gelijking onontbindbaar ondersteld wordt en de groep 
dus transitief moet zijn. 

§ 112. Is de graad der cyclische vergelijking ondeel- 
baar, dan is de groep der vergelijking enkelvoudig. Is 
de graad deelbaar, dan is de groep der vergelijking 
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samengesteld: de samenstellende reeks bevat dan geen 
andere dan cyclische groepen en de samenstellingsfactoren 
zijn de ondeelbare factoren van den graad der vergelij- 
king (§ 70). 

De oplossing van eene cyclische vergelijking van deel- 
baren graad is dus terug te brengen tot de oplossing 
van eene reeks cyclische vergelijkingen, alle van ondeel- 
baren graad. 

We komen dus tot de oplossing van eene cyclische 
vergelijking van ondeelbaren graad p. 

§ 113. Vorm daartoe de functie van Lagrangb 

V = a -H f a^ 4- f^ «2 "*■ "•" *^~^ %-v 

waarin e eene complexe p<i«-machts wortel der eenheid is. 

Door de substitutie 8 = (^0^02 • • • • %-i^ S^ö,t V over 
in e-^ V; derhalve blijft V^ onveranderd door de substi- 
tutie 8 en dus door alle substituties van de groep G. 

Maar dan blijft zij zeker onveranderd voor alle substi- 
tuties van de groep G', waartoe G gereduceerd kan zijn, 
nadat men e aan 't lichaam ü heeft toegevoegd. V^ is 
is dus een getal r (e) van 't lichaam ü (s) en V is door 
eene jj^^-machtswortel trekking te vinden: 

In V is elke wortel a. dan weer uit te drukken. 

§ 114. De uitdrukking voor a^ in V kan met behulp 
van eene door Lagrange aangegeven handelwijze ') ge- 
vonden worden. 

De functie 

2i , (p-l)% 



V. = a + é* 0^ + 6^*03 + 



p-i 



gaat door de substitutie 8 ook over in e Vj ; derhalve 
blijft V^^ ook onveranderd voor alle substituties der groep 
en in dus Yf een getal r. (e) van het lichaam ü (e). 



1) Réflexions sur la résolution algébrique des équations; section 
Sme, no. 67 (Nouveaux Mém. de l'Acad. Royale de Berl in, 1770. p. 162). 
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Substitueeren we nu achtereenvolgens voor i de waar- 
den 1, 2, p — i, dan vinden we dus : 

a + ea^ + f^a^+ . . . + t' a. + ... + t^"^ a^_^ = 1?^ »'i (*) 



Voegt men hierbij de vergelijking 

a 4- a^ 4- ttg -h ....-+• a^ + .... -h a^_^ = c^ 

dan heeft men p lineaire vergelijkingen metp onbekenden. 
Daar f, t^, . . . . de wortels zijn van de vergelijking 

1 4- oj -h aj2 + H- a:P-i = O 

is 

enz. 

Derhalve kan men a. vinden door de eerste vergelijking 

te vermenigvuldigen met e"*, de 2de met e~ *, . . . . de 
p — iste met e"^^"^^* en al deze vergelijkingen vervolgens 
bij de laatste op te tellen. Men vindt dan 

pa. = c^ -f 6-*l^r^(0 H- 6-2'l?^r2(0 -h .. . . + 

Stelt men voor i achtereenvolgens O, 1 , 2, p — 1 

dan krijgt men alle waarden a, a^, a^. . . . %-r 

In de uitdrukkingen voor de wortels komen p — 1 
wortelgrootheden voor, die alle p-waardig zijn. Voor een 
dier wortelgrootheden kan men onder de p waarden eene 
willekeurige kiezen: de andere zijn dan bepaald, daar 

T^^^(e) : [l^^i(e)]* door geen enkele substitutie van G 
van waarde verandert en dus een getal van ü(e) is. 
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Door het aannemen van eene waarde voor l?^rj(e), is 

dus meteen beslist welke waarde van l?^r^(e) genomen 
moet worden. 

§ 115. De oplossing der cyclische vergelijkingen van 
ondeelbaren graad p, en daarmede die van cyclische 
vergelijkingen van deelbaren graad, is dus tot een goed 
einde gebracht, wanneer men er ten minste eerst in 
geslaagd is een wortel e te vinden van de vergelijking 

icP-i4.ajP-2 + .... ^.a.Va; + l = (2) 

de zoogenaamde vergelijking voor de cirkel verdeeling. 
Stelt men zich toch in het vlak der complexe groothe- 
den den cirkel met den eenheidsstraal voor, die den 
oorsprong tot middelpunt heeft, dan zijn de wortels 
dezer vergelijking de punten in 't complexe vlak, die 
den cirkel in p gelijke deelen verdeden, als men er het 
punt, waar de cirkel de positieve a;-as snijdt, bij neemt. 

De vergelijking voor de cirkelverdeeling is 't eerst 
door Gaüss opgelost. ') 

§ 116. Voor het geval, dat p een oneven priemgetal 
is, het eenige geval, waarmee we hier te maken hebben, 
is de vergelijking (2) in het lichaam ü der rationale 
getallen onontbindbaar. 

Bewijs. Vooraf moge gaan de volgende hulpstelling: 
als F {x)^ eene geheele functie van x met geheele coëffi- 
ciënten en waarin de coëfficiënt van de hoogste macht 
van X de eenheid is, een rationalen deeler f[x) heeft, 
waarin de coëfficiënt der hoogste macht van x de een- 
heid is, zijn alle andere coëfficiënten van f(x) geheele 
getallen. ^) 

Onderstellen we, dat in 

¥[x) — f[x).^{:x) 
onder de coëfficiënten van f{x) breuken voorkomen, in 



^) Disquisitiones arithmeticae, sectio VII, art. 336 — 366, 
2) JORDAN, p. 294. 
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welker noemers, nadat zij zooveel mogelijk verkleind zijn, 
de ondeelbare factor q gevonden wordt. Zij de term 
Cic*^ in f[x) zóó gekozen, dat q in den noemer van c 
voorkomt tot eene hoogere macht dan in de coëflBcien- 
ten der vorige termen en tot eene niet lagere macht 
dan in de coëflScienten der volgende termen. Zij dJ^ 

de term, waarvoor hetzelfde geldt in T-l-£^ waarin de 

noemer q ten minste in den eersten term voorkomt. 

Vormt men dan in het product f{x) x --^^ de termen 

met x^^'^ dan zal onder deze termen voorkomen die met 
de coëflScient c d, die ten minste ^ in den noemer heeft. 
En de macht van q in den noemer van cd zal hooger 
zijn dan die in den noemer van eenigen anderen term 
ic"*"^**. Worden deze termen samengenomen, dan zal dus 
minstens de 2de macht van q in den noemer van deze 
coëflScient blijven. In het product ƒ (a?) x 9 {x) zal de term 
^w+n ^^g minstens éen factor q in den noemer der 
coëflScient hebben, hetgeen strijdt met het onderstelde, 
dat F{x) geheele getallen als coëflScienten heeft. 
§ 117. Stel nu, om te bewijzen, dat 

onontbindbaar ') is, dat F{x) in 2 factoren f{x) en (p(x) 
te ontbinden was, waarin de coëfl&cienten van de termen 
der hoogste machten van x zonder aan de algemeen- 
heid te kort te doen, gelijk 1 ondersteld kunnen worden. 
Dan zouden volgens de hulpstelling f [x) en cp {x) geheele 
getallen als coëflScienten moeten hebben. Maar dan zou, 
als men a; = 1 stelt, 

/(l). ?)(l)=p 

worden. Eén dezer factoren b.v. ƒ (1) zou dan ± 1 moeten 
zijn Daar deze factor j{x) met F{x) minstens één wortel 



•) Netto, bldz. 174. 
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e gemeen heeft en alle andere wortels van F [x) geschre- 
ven kunnen worden e^, e'^, e''"^, zou dan de verge- 
lijking 

f{x).f{x^).fix') f(x^-^)=0 

zeker alle wortels van F{z) hebben. Het eerste lid dezer 
vergelijking zou dan ontbindbaar zijn: 

f(x) . f{x^) . f{x^) f(x^-') = F(x)xx W 

en ;^ (x) zou dan volgens de hulpstelling weer geheele 
getallen als coëflBcienten hebben. Maar dan zou men 
vinden door x = 1 te stellen : 

Daar /(1) = ±1 was, en / geheele coëfficiënten heeft, 
is dit onmogelijk. Derhalve is F{x) onontbindbaar in 
't lichaam der rationale getallen. 

§ 118. Van de vergelijking (2) kan men nu gemakke- 
lijk laten zien, dat zij cyclisch is. Immers zij is onont- 
bindbaar en hare wortels zijn 

2 3 p-1 

Is echter g een primitieve wortel van den modulus p, 
is dus g een getal, waarvan de machten 

^0 ^1 ^2 ü-2 

9 ^ 9 y 9 y 9^ 

incongruent zijn (mod. p), dan zijn deze machten op de 
volgorde na congruent (mod. p) met de getallen 

1, 2, 3, p-1. 

De p — 1 wortels kunnen dus ook voorgesteld worden 
door 

*, ^. ^' .j'""'- 

Stelt men dus e^ = (f (e), dan zijn de wortels te schrijven : 

^1 9(0, ^^{^)y /~^(0- 
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Volgens § 111 is de vergelijking (2) eene cyclische 
vergelijking. 

§ 119. De oplossing van eene cyclische vergelijking 
van ondeelbaren graad p bleek afhankelijk te zijn van 
de oplossing van de vergelijking der cirkeldeeling van 
den graad p — 1. Maar dit blijkt weer eene cyclische 
vergelijking te zijn, welker oplossing terug te brengen 
is tot de oplossing van cyclische vergelijkingen, welker 
graden de ondeelbare factoren van p — 1 zijn. 

Het vraagstuk van de oplossing eener cyclische ver- 
gelijking van ondeelbaren graad ia daarmede tot een 
eenvoudiger vraagstuk teruggebracht: dit vraagstuk op 
dezelfde wijze behandelende, blijkt de oplossing der cy- 
clische vergelijkingen terug te brengen te zijn tot de 
oplossing van eene cyclische vergelijking van den 2den 
graad. 

Elke cyclische vergelijking kan dus door algebraïsche 
bewerkingen worden opgelost. 

§ 120. Als een belangrijk voorbeeld van de vergelij- 
kingen voor de cirkelverdeeling schetsen we iets meer 
uitvoerig de oplossing voor het geval p — 1 geen andere 
factoren dan 2 bevat. De samenstellingsfactoren van 
de samengestelde cyclische groep zijn dan alle 2 en voor 
de oplossing van de vergelijking heeft men geen andere 
resolventen dan van den 2den graad. Het meetkundige 
vraagstuk kan in dit geval, daar er geen andere wortels 
dan vierkants wortels optreden, met behulp van passer en 
Uneaal opgelost worden. Het geval doet zich dus voor, 
als p priem is en p — 1 alleen factoren 2 bevat, dus 

p = 2'^ -h 1. Dit getal kan niet priem zijn dan wanneer 
m geen enkelen oneven factor bevat; want wasm = m'fji 

(jx oneven), dan zou 2 4-1 deelbaar zijn door 2 -hl. 
Het getal m moet dus zeker zijn van den vorm 2**, zoo- 
dat p = 2^ -hl moet zijn. Niet elk getal van deze ge- 

er 

daante is echter ondeelbaar : 2^ -h 1 = 641 x 6700417, 
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2^^^ + 1 is door 114689, 2^^ + 1 door 167772161 deel- 
baar '). 

§ 121. Behandelen we nu als voorbeeld het geval van 
den zeventienhoek : 

x^^ ^x^^ -h ....-hx^-hx-h i = 0. (3) 

De wortels e, e^, . . . . e^^, e^^ zijn in éen cyclus te schrij- 
ven. Voor p = 17 is 5^ = 3 een primitieve wortel. 
De wortels der vergelijking 

a, a^, «2' ög, a^, a^, a^, d^, a^, a^, a^^, a^^, a^g, a^g, a^^, a^^, a^g, 
worden dus, als elk de 3^^ macht is van de voorgaande: 

3 9 10 13 5 15 11 16 14 8 7 4 12 2 6 
é,é ,* ,é ,6 ,6 ,é ,é ,6 ,6 ,é ,6 ,é,6 ,6 ,é . 

Is nu 8 de substitutie 

„ / 3 9 10 13 5 16 11 16 14 8 7 4 12 2 6x 

dan is de groep der vergelijking: 

. 2 3 4 5 6 _7 8 9 .10 11 12 13 14 15 .16 ,x 

^— ^0| SjOfOyOjo^o^SySfO f o y S f o ,o y 8 y o — ^ J )• 

Deze groep ontbinden we als volgt: 

g,=(8^»^a^a^8^^«^^a^a^«=l) 

Als functie van Q (V), d. i. hier dus van Q (é), die be- 
hoort bij de ondergroep g^ kunnen we nemen 

, 9 , 13 , 16 , 16 , 8 , 4 . 2 

De in G hieraan toegevoegde functie is 

' 3 , 10 , 5 , 11 , 14 , 7 , 12 , 6 



*) Netto, bldz. 181. 
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Daar g^ eene alleenstaande groep in G is van ondeel- 
baren index, zal de resolvente, die de functiën cp^ en cp^ 
doet kennen, eene cyclische vergelijking zijn en wel in 
dit geval eene cyclische vergelijking van den 2den graad. 
De 2de.machtswortels der eenheid zijn echter -f- 1 en — 1 ; 
de cyclische functie voor (p^ en cp^ wordt dus (p_^ — cp^ en 
de 2de macht dezer functie blijkt werkelijk eene grootheid 
in ü te zijn. Want, daar cp^ 4- cp^ = — 1 en (p^ cp^ = — 4 
is, vindt men 

i^i — 'P'if — 17. 

Hieruit kan men cp^ en ^^ vinden. Voegt men nu cp^ 
en daarmede tevens cp^ aan 't lichaam Q toe, dan redu- 
ceert zich de groep der vergelijking tot g^. 

g^ is nu eene alleenstaande ondergroep van index 2. 
Voor de functie, die er bij behoort, kan men kiezen 

, 18 , 16 , 4 ^i. , 3 , 5 , U , 12 

waarvan de in g^ toegevoegde functiën zijn: 

/ 9 , 16 , 8 , 2 • ^ / 10 . 11 , 7^6 

q>^-=: f: ')r f: H-6-|-ê en V^g^^* "^^ H-ê-H*. 

Voor de cycUsche resolventen vindt men in de 2 ge- 
vallen ; 

(<P2 ~ ^2)^ = <Pi + 4 

en (1//2 — ^'^^ = 9i^ + 4 

daar : 

<P2-^-^2=^l ^j3 V'2+V'2 = ^l 

<i^2 • ^2 = — ^ ^2 • V'2 = — 1- 

Heeft men nu cp^ opgelost en aan ü (cp^) toegevoegd en 
daarmede ook (p^, ^2 ®^ ^2 (^^^^ volgens de stelling van 
Lagrangb is ook ^^ rationaal in cpg uit te drukken), dan 
is de groep g^ gereduceerd tot de groep gg. 

Nu is weer gg eene alleenstaande ondergroep van index 
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2 in gg. Voor de functie, die bij gg behoort, kan men 
nemen 

.16 

De toegevoegde functie in g^ is 

f 4 , 13 

Daar nu cp^ 4- cpg' = cp^ en <pg cpg' = ^^ is, vindt men voor 
de cyclische resolvente voor cp^: 

Lost men cp^ op en voegt die toe aan het lichaam 
Q. ((pj, (f2) dan reduceert zich de groep der vergelijking tot 
g^, die alleen uit de eenheid bestaat. Kiest men als func- 
tie, die bij de groep g^ behoort: 

dan is de in gg toegevoegde functie hiervan <p^' = e^^ en 
daar cp^ + cp^' = (p^ en cp^. (p^' = 1 is, vindt men voor de 
cyclische resolvente voor (p^: 

i^i — ^^f = ^s~^' 

Hieruit kan men cp^ vinden en daarmee is e en zijn 
dus alle wortels van de vergelijking (3) bepaald. 

§ 122. De cyclische vergelijkingen vormen een bijzon- 
der geval van eene algemeene klasse van vergelijkingen, 
de AsELSche vergelijkingen. Eene onontbindbare verge- 
lijking heet eene AsELSche, als alle wortels er van ratio- 
naal door éen hunner zijn uit te drukken: 

en als deze functiën (p^, cp^. (f^_^ z6o zijn, dat 

<Pi l^j («)] = ^j 1% («)] is. 

Dat de cyclische vergelijkingen hiertoe behooren, is 
duidelijk. Op de volgende wijze ziet men gemakkelijk 
in, dat zij slechts een bijzonder geval zijn. Is 

«1 = 9 («; 
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dan zal men op deze vergelijking de substituties der 
groep G mogen toepassen. De groep is transitief, omdat 
de vergelijking onontbindbaar is Er is dus eene substi- 
tutie, die a in a^ overvoert; bevat deze den cyclus 

dan vindt men dus: 

en dus 

«2 = *^ K)' «3 = 'ï^^ (^) y ^i-i = ^^"^ W' « = <f^^ (ö) 

Maar met deze wortels behoeft het totale aantal wor- 
tels niet te zijn uitgeput. Er is dan eene substitutie in 
de groep, die a vervangt door een wortel a', die niet 
voorkomt in de reeks a, a^, a^, .... a^_^. Voert deze sub- 
stitutie meteen a^, a^, • ... ffj_j resp. over in a^, a^, .... 
«i_i> dan vindt men ook 

«i = ? (»'), ög = ?^ K) «1-2 = ?^~^ (^')- 

Is hiermee het geheele aantal wortels nog niet uitge- 
put dan kan men nog meer reeksen wortels krijgen, die 
op dezelfde wijze samenhangen. 

§ 123. De groep van eene AsELsche vergelijking is in 
het algemeen imprimitief: de wortels van eene zelfde 
reeks worden of alle onderling verwisseld, of zij worden 
alle verwisseld met wortels, die tot êene en dezelfde 
andere reeks behooren. 

De groep is bovendien commutatief en van elke on- 
ontbindbare vergelijking met commutatieve groep kan 
bewezen worden, dat zij eene AsELsche is. 

Keeren we echter terug tot de algebraïsche oplosbaarheid 
van eene willekeurige vergelijking. 



HOOFDSTUK VUL 



Oplosbaarhbid door wortblqroothsdbn. 

§ 124. Overzien we nu eens, waartoe wij gekomen zijn. 

Als een vergelijking algebraïsch opgelost is, heeft men 
de wortels met behulp van algebraïsche bewerkingen in 
de coëfficiënten der vergelijking uitgedrukt. Om de wor- 
telgrootheden, in deze uitdrukkingen voorkomende, te 
bepalen, heeft men (binomische) resolventen moeten 
oplossen, welker graden men zonder aan de algemeen- 
heid te kort te doen, ondeelbaar mocht onderstellen. 

Aanvankelijk zijn dus alleen de getallen van het lichaam 
ü, dat ontstaat uit de coëfficiënten der vergelijking, be- 
kend; door toevoeging van functiën, die door oplossing 
van resolventen van ondeelbaren graad gevonden wor- 
den, is dit lichaam ten slotte zoodanig uitgebreid, dat 
in het nieuwe lichaam ü' de wortels der vergelijking 
voorkomen. 

Om te beoordeelen of de uitbreiding van het lichaam 
Q. ver genoeg is gevorderd, kan men gebruik maken 
van de eigenschappen van de GALOis'sche groep der 
vergelijking: eene grootheid behoort tot het lichaam ü, 
als zij onveranderd blijft door alle substituties van de 
groep G der vergelijking. Zullen dus de wortels in een 
uitgebreid lichaam Q.' voorkomen, dan moeten zij onver- 
anderd blijven door alle substituties der groep G. Maar, 
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daar alle wortels der vergelijking ondersteld worden te 
verschillen, zullen alle substituties, die de wortels onver- 
anderd laten, bestaan in de identische substitutie alleen 
en de groep der vergelijking moet dus, als de wortels in 
het lichaam ü' voorkomen, bestaan uit de eenheid alleen. 

Het vraagstuk van de uitbreiding van het lichaam ü 
tot dat de wortels er in voorkomen, gaat dus hand in 
hand met het vraagstuk van de reductie der GALOis'sche 
groep tot de eenheid. 

Bij de algebraïsche oplossing der vergelijking wordt 
het lichaam ü alleen uitgebreid door toevoeging van 
wortels van resol venten van ondeelbaren graad. Wil eene 
dergelijke toevoeging reductie van de groep ten gevolge 
hebben, dan moet volgens § 108 de toe te voegen groot- 
heid eene natuurlijke irrationaliteit zijn, d. w. z. eene 
grootheid van het lichaam Ü (a, a^, Og . . . . ), dat uit 't 
lichaam ü van de coëfficiënten gevormd wordt door toe- 
voeging van alle wortels. 

En als zulk eene grootheid wordt toegevoegd, reduceert 
zich de groep (§ 107) tot eene alleenstaande ondergroep. 
Ter bepaling van de too te voegen grootheid moet eene 
resolvente opgelost worden, die wij, zooals gezegd is, bij 
de algebraïsche oplossing eener vergelijking altijd van 
ondeelbaren graad kunnen onderstellen. Die resolvente 
wordt echter bij de bepaling van eene functie die bij 
eene alleenstaande groep behoort, alleen dan van ondeel- 
baren graad, als de index van de alleenstaande ondergroep 
een priemgetal is En het feit, dat de index ondeelbaar 
is, maakt (§ 106) de resolvente weer tot eene cyclische 
vergelijking, die blijkens het vorige Hoofdstuk algebraïsch 
is op te lossen. 

Voor de algebraïsche oplosbaarheid eener vergelijking 
wordt dus geëischt, dat de aan het lichaam toe te voegen 
functie behoort bij eene alleenstaande ondergroep van 
ondeelbaren aanwijzer in G en daar bij elke groep eene 
functie gevonden kan worden, komt de eisch daarop 
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neer, dat in de groep G eene alleenstaande ondergroep 
g van ondeelbaren aanwijzer te vinden is. 

Maar voor de verdere reductie is nu weer noodig, dat 
in g eene alleenstaande ondergroep van priem index 
voorkomt. Zoo voortgaande moet men ten slotte komen 
tot de eenheidsgroep. 

De eenige eisch voor de algebraïsche oplosbaarheid 
eener vergelijking is dus, dat de samenstellingsfactoren 
van de GALOis'sche groep der vergelijking priemgetallen 
zijn. Want ook als dit het geval is, worden blijkens het 
voorgaande alle resolventen cyclische vergelijkingen van 
ondeelbaren graad en deze kunnen volgens het vorige 
hoofdstuk algebraïsch opgelost worden. 

We komen dus tot de volgende stelling van Galois: 

Opdat eene yergeiyking algebraïseli oplosbaar z^, is het noodig 
en Toldoende^ dat de samenstellingsfactoren harer groep alle priem- 
getallen K^Jn. 

§ 125. De groep der r)-<le.naachtsvergelijking, welker 

coëfficiënten onafhankelijk veranderlijke grootheden zijn, 

is (§ 94) de symmetrische groep van m letters. Deze 

fïh ! 
heeft tot samenstellingsfactoren (§ 73) 2 en -^, als ten 

minste m > 4 is. De algemeene mde-machtsvergelijking 
is dus voor m > 4 onoplosbaar door wortelgrootheden. 

§ 126. Beperken we ons nu tot vergelijkingen van 
ondeelbaren graad en zoeken we de algemeenste onont- 
bindbare vergelijking van ondeelbaren graad p, die door 
algebraïsche bewerkingen oplosbaar is. 

De groep van zulk eene vergelijking is transitief (§ 96) 
en dus is hare orde deelbaar door haar graad p (§ 45). 
Volgens de stelling van Cauchy bevat zij dus eene 
cyclische substitutie a z=z{aa^n^. . . . %_i) van de ordep. 
Deze substitutie zal in de eerste groepen der samenstel- 
lende reeks 

^f Ev ^2» • ' ' • ^ 

voorkomen, in volgende groepen niet meer. Laat g^ de 
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substitutie nog bevatten, g^. ^ ^ niet meer. Van alle machten 
van o- kan dan alleen de eenheid in g. , ^ voorkomen ; 
maar de laagste macht van o-, die de eenheid is, is de 
pde. Daartoe zal volgens § 106 de index van g^.^^ ing^. 
gelijk aan p moeten zijn. 

Laat nu 8 eene substitutie van g^. , ^ zijn, die van de 

eenheid verschilt en die b.v. a^ in a^ overvoert; c^"^ 

vervangt a^ door a^, derhalve zal sc^"^ de letter a^ on- 
veranderd laten. Deze substitutie zal wel in g^ maar niet 
in g^ . 1 voorkomen, omdat <t niet in g,.^! voorkomt; 

derhalve zal weer volgens § 106 de orde van sa^"^ een 
veelvoud van p moeten zijn. Maar dit is onmogelijk, 
omdat 8 <7 niet alle p letters verplaatst en het kleinst 
gemeene veelvoud van de orden harer cycli dus geen 
factor p kan bevatten. 

De groep g^ ^ ^ kan dus niet anders zijn dan de iden- 
tische groep '). 

§ 127. Bouwen we nu de samenstellende reeks op, te 
beginnen met de identische groep ; g.. die daaraan voor- 
afgaat, moet de cyclische groep van de orde p zijn, 
omdat de index van g._^^ = 1 in g. gelijk aan p is. Maar 
dan moet volgens § 52 g._^ de metacyclische groep of 
een van hare ondergroepen zijn en g._^ bevat dan, 
blijkens hetgeen daar ter plaatse gezegd is, geen andere 
cyclische substituties van de orde p, dan die in g^ voor- 
komen. 

g^_2 zal g^_^ als alleenstaande ondergroep van ondeel- 
baren index bevatten, maar ook g. zal in g._^ eene 
alleenstaande ondergroep zijn, want als men eene sub- 
stitutie <7 van g. door eene substitutie van g^_2 trans- 
formeert, dan zal de getransformeerde, die weder eene 
cyclische substitutie der orde p is, behooren tot g._^, 
omdat (j tot g._^ behoort en g^^^ in g^ eene alleenstaande 
ondergroep is; maar g._^ bevat geen andere cyclische 

1) BoLZA. Am. Journ. of Math, XIII, bldz. 141. 
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substituties der orde p dan die tot g^ beliooren. Derhalve 
is de substitutie, die ontstaat als men a (van g^) trans- 
formeert door eene substitutie van g^.^g, weer eene substi- 
tutie van gj en is dus g^. eene alleenstaande ondergroep 
van g._2. 

Maar dan behoort ook g._2 tot de metacyclische groep 
van p letters. Evenzoo kan men bewijzen, dat de vol- 
gende groepen g^_g g^_^, .... en dus eindelijk G behoo- 
ren tot de metacyclische groep van p letters. Zoo vindt 
men dus de volgende stelling van Galois: ') 

Elke onontbindbare yergreiyking Tan ondeelbaren g^Aad, die 
algebraïseh oplosbaar is, heeft tot groep de metacyclische groep 
of een yan hare transitiere ondergroepen. 

§ 128. Omgekeerd is ook elke vergelijking van ondeel- 
baren graad, die tot groep heeft de metacyclische groep 
of een harer transitieve ondergroepen, algebraïsch op- 
losbaar. 

Nemen we eerst eene vergelijking met de metacycli- 
sche groep. De cyclische groep van p letters is eene 
alleenstaande ondergroep. Eene functie (p, hierbij behoo- 
rende, wordt gevonden uit eene resolvente van den 
(p — i)sten graad, omdat p — i de index is van de cycli- 
sche groep. De p — 1 waarden van cp kunnen, blijkens 
de 2de rangschikking van de substituties der metacycli- 
sche groep, die in § 54 gegeven is, gerangschikt worden 
in een cyclus 

De resolvente is dus blijkens § 111 eene cyclische 
vergelijking: zij is dus algebraïsch op te lossen. 

Voegt men dan qp toe aan het lichaam ü, dan redu- 
ceert zich de groep van de vergelijking tot de groep, 
die bij (p behoort, d. w. z. tot de cyclische ondergroep 
der orde p Maar dan is de vergelijking eene cyclische 
geworden: zij is dus ook algebraïsch oplosbaar. 



*) Galots. Oeuvres, p. 48 
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Op dezelfde wijze tooot men aan, dat eene onontbind- 
bare vergelijking van ondeelbaren graad algebraïsch 
oplosbaar is, als haar groep eene ondergroep van de 
metacyclische groep is. 

§ 129. Noemt men eene onontbindbare vergelijking 
van ondeelbaren graad, die tot groep heeft de metacy- 
clische groep of eene van hare ondergroepen, eene meta- 
cyclische vergelijking, dan is dus gebleken dat elke metaej- 
elische Tersreiykingr algebraïsch oplosbaar is en dat elke alg^e- 
braïseh oplosbare yergrelijkiiigr metacyclisch is. 

§ 130. Tusschen de wortels eener metacyclische verge- 
lijking bestaat een merkwaardig verband: de identische 
substitutie is n.1. de eenige substitutie der groep, die 
de functie la -h l^a^ onveranderd laat, want geen enkele 
andere substitutie der metacyclische groep laat meer dan 
éen letter onveranderd ; volgens de stelling van Laqrangb 
is dus elke wortel rationaal uit te drukken in deze functie, 
dus ook in a en a^. *) 

Omgekeerd, als een onontbindbare vergelijking van 
ondeelbaren graad zóo is, dat elke wortel in het lichaam 
ü rationaal is uit te drukken in twee der wortels, b.v. 
in a en a^^: 

dan zal de groep zoodanig moeten zijn, dat deze betrek- 
king door de substituties der groep onaangetast wordt 
gelaten. Maar dan kan in de groep geen enkele substi- 
tutie voorkomen, die de 2 letters a en a^^ onveranderd 
laat en eene andere letter omzet, want dan zou de ver- 
gelijking gelijke wortels krijgen en dus ontbindbaar 
worden. Onder de substituties der groep mag er dus 
geen enkele zijn, die twee letters onveranderd laat. De 
groep is dus (§ 53) de metacyclische groep of een harer 
transitieve ondergroepen. 

§ 131. Noemt men eene onontbindbare vergelijking 



*) Galois, Oeuvres, p. 49. 
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van ondeelbaren graad, welker wortels rationaal in 
twee hunner zijn uit te drukken, eene vergelijking van 
Galois, dan is dus bewezen, dat elke yergeiyking yan Oalols 
algebraïsch oplosbaar is en dat elke oplosbare onontbindbare yer- 
gel^king ^an ondeelbaren grraad een yergeiyking yan Galois is« 

§ 132. De binomische vergelijkingen van ondeelbaren 
graad zijn algebraïsch oplosbaar: zij z\jn ook inderdaad 
vergelijkingen van Galois. 

Is toch gegeven 

waarin A een rationaal getal, geen p^-macht van een 
rationaal getal is, en is a een der wortels der vergelijking, 
dan zijn de andere wortels 

0^ = 60,02 = 6 a, . . . . ö 1 =: f '^ a 

als e eene complexe p^-machtswortel der eenheid is. 
Derhalve : 

ai 

a^ = — izï- (*=-J»2 ;> — 1). 

a 

De wortels zijn dus inderdaad rationaal in twee der 
wortels uit te drukken. 

Heeft men e aan het lichaam der rationale getallen 
toegevoegd, dan zijn alle wortels in a alleen rationaal uit 
te drukken: de vergelijking is dan cyclisch geworden. 

§ 133. Voor de oplosbare vergelijkingen van deelbaren 
graad zijn dergelijke algemeene kenmerken niet gevonden. 
Wij stappen daarom nu van de behandeling van verge- 
lijkingen in 't algemeen af en gaan er ten slotte toe over, 
aan te wijzen hoe van eene gegeven getallen- vergelijking 
de algebraïsche oplosbaarheid te onderzoeken is. 

In de eerste plaats zal men hebben uit te maken of 
de vergelijking ontbindbaar is: mocht zij dit zijn, dan is 
het natuurlijk eenvoudiger, eiken onontbindbaren factor 
afzonderlijk te onderzoeken. 
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Wil men ') rationale factoren f{x) opsporen van de 
geheele functie F(x) met geheele coëfficiënten, dan kan 
men vooreerst opmerken, dat, als F{x) van den graad 
2n of 3 n + i is, f{x) van niet hoogeren graad dan den 
nden behoeft ondersteld te worden. 

Stellen nu r^, r^, .... r^ willekeurige geheele positieve 
of negatieve getallen voor, dan moeten ƒ (r^), fi^^)^ . . . . 

f{r^) deelers zijn van F (r^), F{r^), -^(^w^- ^^^^ 

elke geheele functie f{x) van den nden graad kan in de 
wde-graadsfunctiën : 

(a^ — ^) (^ — ^ 2) " - (^ "~0 
(x — r^){x — r^)....{x — rj 



^" " K- ^0) K- ^1) • • • • ('•n-^-i) 
lineair uitgedrukt worden: 

/(^) = nr,)g,{x) ^ f(r^)g^{x) + .... +f{rjgjx). 

Rekent men nu voor een willekeurig stel waarden r^, 

Vjy r^ eerst de functiën g^ (x), g^ (x), g^(x) uit, 

dan zal men voor de coëfficiënten c^, c^ c^ in 

f{x) = c^g^{x) + c^g^{x)'h .... -b c^g^{x) 

alleen deelers van /^(r^), i^(^^), .... F{rJ kunnen ne- 
men. Men heeft dus maar voor een eindig aantal stel- 
len coëfficiënten te onderzoeken of ƒ [x) een deeler van 
F{x) is; zoo kan men dus alle deelers van F(x) vinden 
of constateeren, dat F {x) onontbindbaar is. 

§ 134. Men heeft nu volgens § 89 te vormen de functie 



*) Kronecker. Grundzüge einer arithmetischen Theorie der alge- 
braïschen Grossen, § 4 bldz. 11. 
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V der wortels a, a^, . . . . a^__^ der onontbindbare verge- 
lijking F (x) = O : 

deze functie door alle mogelijke substituties over te voeren 

in V, V-, . . . V^ , , en de functie 

*(|) = (|-V)(|-V,)....(J-V^,_,) 

waarin de coeflScienten van de machten van ^ symme- 
trische functiën der wortels a.a,, . . . .a , en dus uit de 

' i» m--l 

coëfficiënten der vergelijking F (x) = O te bepalen zijn, 
op hare ontbindbaarheid te onderzoeken. Neemt men 
voorloopig voor i, X^, . . . . X^_j geen bepaalde waarden, dan 
zijn de coëfficiënten van de machten van $ functiën van 
deze grootheden Maar het onderzoek naar de ontbind- 
baarheid kan uitgevoerd worden, zooals in de vorige § 
geschetst is. Vindt men nu een factor van 4> (J), dan ziet 
men welke grootheden V wortels van deze functie zijn. 
Zijn dit de grootheden V, V^, V^, .... dan bevat de Ga- 
LOis'sche groep van de vergelijking de substituties «^=: 1, 
8. 8, 

§ 135. Heeft men eenmaal de groep der vergelijking, 
d«n kan men in deze groep alle mogelijke ondergroepen 
opsporen. Daartoe kan men van elke verzameling sub- 
stituties, die genomen kan worden, onderzoeken of het 
product van elke twee in de verzameling voorkomt. Heeft 
men alle ondergroepen, dan kan men weer nagaan of zij 
in de groep alleen staan. Zoo kan men dan de samen- 
stellende reeks der groep vormen. Zijn nu de aanwijzers 
van elke alleenstaande ondergroep in de vorige priemgetal- 
len, dan is de gegeven vergelijking algebraïsch oplosbaar. 

De oplossing kan ook uitgevoerd worden, daar het 
mogelijk is, bij elke alleenstaande groep de daarbij be- 
hoorende functie der wortels te vormen en zulk eene 
functie altijd uit eene cyclische vergelijking gevond.en 
kan worden, die wij boven hebben leeren oplossen. 
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§ 136. We zien dus, dat het vraagstuk van de alge- 
braïsche oplosbaarheid van eene gegeven getallenverge- 
lijking theoretisch geen moeilijkheden oplevert: practisch 
is de handelwijze, die zooeven geschetst werd, vrij wel 
onuitvoerbaar. 

De resolvente $(5) = is van den graad m/, d. w. z. 

bij vergelijkingen van den 3<^®^, 4^^^, 5^®^, graad is 

zij van den 6^^^, 24^^^, 1208*®^, graad. Het vormen 

van deze vergelijking is dus al zeer bezwaarlijk. Boven- 
dien is het onderzoek naar de ontbindbaarheid zeer om- 
slachtig en, heeft men eenmaal de groep der vergelijking 
gevonden, dan blijft het nog zeer lastig hiervan de onder- 
groepen en vervolgeus de alleenstaande ondergroepen en 
de samenstellende reeks te bepalen. 

Deze handelwijze is dus voor de practische toepassing 
vrij wel van geen belang. Alleen wanneer men uit den 
aard van het vraagstuk kan besluiten tot eigenschappen 
van de groep, die de groep ondubbelzinnig bepalen en 
hare samenstellende reeks doen kennen, kan men gemak- 
kelijk tot de oplossing der vergelijking komen (zie de 
vergelijking voor de verdeeling van den cirkel in 17 
gelijke deelen, de metacyclische vergelijkingen, enz.). 

§ 137. Men kan ook het vraagstuk omkeeren en van 
de groep uitgaande, daarbij de vergelijking zoeken. Dit 
heeft F. Hack ') gedaan voor de 3de- en 4de.machts- 
vergelijkingen. 

Voor de onontbindbare derde-machtsvergelijkingen, die 
dus tot groep hebben de symmetrische groep van drie 
letters 

8q =1 8^z=:(aa^ flfg) «2 = (a a^ a^) 

^3 = («1 S) h = (^0 S) ^^5 = (^0 «i) 

of haar eenige transitieve ondergroep: 

8q =1 8^z={aa^ a^ s^= (aa a^) 



) Dissertatie, Tübingen 1895. 
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de alterneerende groep, die cyclisch is, is de algebraï- 
sche oplossing, zooals wij reeds gezien hebben, altijd te 
vinden. Hack gaat na, aan welke voorwaarden de coëf- 
ficiënten der vergelijking: 

x^ — CjX^ -f- c^x — Cg := O 

moeten voldoen, opdat de vergelijking de cyclische of 
als men wil, de ABELsche derdemachtsvergelijking zal zijn. 
De groep 

heeft tot eenige alleenstaande ondergroep de identische 
met den index v. Men zal zal dus eene functie van de 
wortels kunnen kiezen, die uit eene binomische resol- 
vente te vinden is. Neem daarvoor in overeenstemming 
§ § 113 en 114 de functie van Lagkange 

nadat natuurlijk eerst de complexe derdemachtswortel s 
der eenheid aan het lichaam Q der rationale getallen is 
toegevoegd, dan zal V^ eene grootheid van het lichaam 
£2 (e) zijn en dus 

als A en B getallen van 't lichaam Q. zijn. Daar 

* = i(-l + l/-3) 

kan men ook schrijven 

V^ = M -hNi^— 3 

als M en N rationale getallen voorstellen. Maar volgens 
§ 113 wordt dan, als 

is, voor V^ gevonden: 

V^ =A-f-B^^ = M~NlX— 3. 
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Hieruit kan men nu uitdrukkingen voor V en V^^ 
vinden en daaruit zijn in verband met 

o 4- a^ + «2 =^ ^1 

de wortels te bepalen. De vergelijking is dan ook te 
construeeren. 

We merken echter, vóór we daartoe overgaan op, dat 
W^ door geen enkele substitutie der groep s = l,8^, «g 
veranderd wordt; V V^ is dus een getal van ü, derhalve 
vindt men 

als r een rationaal getal voorstelt. Aan deze voorwaarde 
hebben de overigens willekeurige rationale getallen M 
en N te voldoen. N kan bovendien niet nul zijn, want 
dan zou de vergelijking gelijke wortels hebben. 

Denken we, om de verschillende gevallen to onderzoe- 
ken, eerst dat M^ -+- 3 N^ = r^ = O is, dan moeten M en N 
noodzakelijk beide van nul verschillen, maar één der facto- 
ren M -h N v^— 3 of M — N |/^— 3 moet nul zijn. v^— 3 
behoort dus tot het oorspronkelijke lichaam. V of V^ 
wordt in dit geval nul en de vergelijking wordt 



(^--|^i)'=2M. 



Zij nu ondersteld: 

MV 3 N^ 4: O, 

dan kan men M=rmr, N = nr stellen, waardoor men 
vindt : 

r = wV3n^ M = m(m^ + 3n^), N = n(m2 4-3ri^) 

waarin r, m, n rationale getallen zijn. 
Men vindt nu: 

a 4- ttj H- 02 = c^ 
^ — a-^r ta^ -l-é2a2=l^(m2 -+- 3n^) (m + /iv-^ — 3) 
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Vj = a -h f^a^ H- éttg =r l?^(m^ H- 3n^) (m — w 1/ — 3). 
Hieruit volgt (§ 114) : 



4- l?^(m^ •+• n^) {m -^ nv^ — 3) 



H- f^l^ (m^ + n^) (m + n]^ — S) 

a^=^ c^ 4- ^V (m^ + n^j (m — n v^ —3) + 

+ ^ 1?^ (m^ -»- w^) (m + nl^ — 3) 
en de vergelijking met deze wortels wordt: 

^^ — c^x^^ f^cl — Zm^ — dn^^x-- 

— (Cj — 2m) (m^ + 3n^) = 0. 

Elke ABELsche vergelijking van den 3clen graad moet 
in dezen vorm opgesloten liggen : het is echter ook mo- 
gelijk, dat de vergelijking in drie rationale factoren to 
ontbinden is. Dit zal in elk bijzonder geval onderzocht 
moeten worden. De grootheden m en n moeten daarbij 
voldoen aan de voorwaarden 

m + O , n ^\) 

m^ + 3 n^ 4: 0. 

§ 138. Op dezelfde wijze gaat Hack de vierdemachts- 
vergelij kingen na. De groepen der onontbindbare vierde- 
machtsvergelijkingen kunnen, daar zij transitief zijn en 
hare orde dus door 4 deelbaar is, geen andere zijn dan 

1°. de cyclische groep van 4 letters: 

G^ = 1, (a a^ «2 ttg), (a a^) (a^ Og), (a a^ a^ a^). 
2®. de viergroep 

0-2 = 3, (a a^) («2 %)> (« S) (^1 %^» (^ %) K ^2)- 



» V' 
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3®. de groep der Sste orde 

08=^' (% S)» K «3)' (^ ^2^ («1 %)' 

(oöj)(a2ag), (aagjfajttg), (aa^agflg), (aagaga^). 

Dit is de ondergroep g^ van § 49. 
4°. de alterneerende groep van 4 letters: 

64 = 1, {aa^){a^a^), {aa^){a^a^), {aa^)(a^a^), 

{aa^a^)y {aa^a^\ (c^öga^, {aa^a^\ 

(aagtt^), (aagttg), {a^a^a^), {a^a^a^). 

5°. de symmetrische groep G van 4 letters. 
§ 139. In het eerste geval is 

1, {aa^){a^a^) 

eene alleenstaande ondergroep van index 2 van G^. De 
functie (a — a^) {a^ — ög), die hierbij behoort, kan dus uit 
eene vierkants vergelijking gevonden worden. Is dus p 
rationaal en i^p niet, dan vindt men 

(a — a^) («2 — ttg) = 4 i^p. (1) 

Voegt men deze grootheid aan het lichaam ü toe, dan 
reduceert zich de groep tot bovenstaande ondergroep van 
2 substituties. Voor de functie V, die voor deze 2 sub- 
stituties verschillende waarden krijgt zou men kunnen 
nemen 

V == a -+- a^ — flg — «g 

waardoor men zou vinden 

Vj^ = ttg H- Cg — a — a^ = — V. 

Daardoor zóu in 't lichaam 12 (l^p) de functie V^ ra- 
tionaal worden en wel V^ = i H- w l^p. 

Men zou nu, daar (a — a^) (a^ — a^) en (a — a^) 4- {a^ — a^) 
bekend zijn, a — a^ en a^ — a^ afzonderlijk kunnen vinden 
en vervolgens ook a, a^ a^ en a^. 
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Hack doet het eenigszins anders: hij merkt op, dat 

door geen suhstitutie van G^ verandert en dus tot het 
lichaam Q. behoort en stelt : 

{a-a^^ 4- (a -«s)" = « ?. (2) 

Verder wijst hij er op, dat 

(g^fl^f _(a^-a^)2 

[a—a^) («2— «3) 
onveranderd blijft voor alle substituties van G^ en dus 
tot het lichaam Q. behoort; dat derhalve 

(a-ttgf — [a—a^^ = 8rv^p (3) 

kan gesteld worden. Maar dan voldoen ;>, 9 en r aan 
de vergelijking 

5^ = ^(1 + r^) (4) 

Daaruit blijkt, dat 1 4- r^ geen kwadraatgetal mag zijn. 
Uit (2) en (3) volgt nu 

a — Og = 2 |/g -h r \^p en a^ — ög = 2 |/g — r }.^p 

Uit 

a 4- Oj -f Og + O3 = Cj 
en a + a^— a^ — Og = 4 « V^p 

a '\' a^ — öt. — tto 

waarin s rationaal is omdat 7 r-, r bij de groep 

(a — a^) (ag - ag) 

G^ behoort, vindt men nu 

a -^ a^ = -^c^ + 28 l^p en a^ + a^= -^ c^ — 2 8 l^p 
Zoo komt men eindelijk tot de wortels: 



azu—c^ + sv^p-^ V^q -i-rl^p 



1 



a = — c^ — sl^p-^ V^q — r V/p 
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a:=:z-^ c^ — sl^ p — iXq — rl^p 

Nu kan men de vergelijking, die G^ tot groep heeft 
opstellen. Verdrijft men daarin den 2den term, d. w. z. 
stelt men c^ =: O, dan vindt men 

y^ — 2 (pê -i- q)y^ — ^prsy + s^ — 2pq^ +p = O 

als type der Abelsche vergelijkingen van den 4den graad, 
die de groep G^ tot groep hebben. De grootheden p, q, 
r, 8 moeten hierin voldoen aan de voorwaarden 

p + 0, g2 = p(H-r') 

terwijl p en 1 -h r^ geen kwadraatgetallen mogen zijn. 

§ 140. Op dergelijke wijze gaat Hack de andere groe- 
pen na. 

Hij vindt voor de vergelijking in het 2de geval 

/ — 2(p -+- 5 + r^pq)y^ — ^rpqy -f- 

+ (p — qf + r^pq i'T^pq — 2p - 2?) = o 

waarin p en g niet nul en geen kwadraatgetal mogen 
zijn en ook pq geen volkomen vierkant mag wezen. 
In het 3de geval vindt hij voor de vergelijking 

y^ — 2{r^q -h p)y^ — 4:rqy-h{r^q — pf— g = O 

waarin q, p^ — q en — 1 noch nul, noch een volkomen 

vierkant mogen zijn. 

Eindelijk in 't 4de geval vindt hij 

2/^ - 6p2/^ -h 8^2/ -H 12 (m^ -f- 3n^) — 3p^ = 0. 

§ 141. Cayley heeft op dergelijke wijze bepaald de 
gedaante van de algebraïsch oplosbare vijfdemachtsver- 
gelijkingen '); wij zullen hier niet op ingaan. Een enkele 

*) Collected mathematical papers, vol. V, bldz. 55; Phil. Mag. 
vol XXI, bldz. 257. 

8 
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blik op de formule, waartoe Caylby komt en die, voluit 
geschreven, zeker niet op éene bladzijde van dit proef- 
schrift plaats zou kunnen vinden, is voldoende om te 
doen zien, dat men ook met groote bezwaren te strijden 
heeft, als men de kennis van de algebraïsche oplosbaar- 
heid van bepaalde numerieke vergelijkingen langs dezen 
weg verder wil brengen. 

§ 142. Daarbij komt nog een andere moeilijkheid: als 
men deze handelwijze wil toepassen op vergelijkingen 
van ondeelbaren graad, kent men ten minste de groepen, 
van welke men moet uitgaan: het zijn de metacyclische 
groep en transitieve ondergroepen daarvan. Voor de ver- 
gelijkingen van deelbaren graad zijn echter alleen in 
bijzondere gevallen groepen onderzocht, die als groep van 
de vergelijking in aanmerking kunnen komen: van de 
oplosbare groepen van deelbaren graad, d. w. z. de groe- 
pen van deelbaren graad, welker samenstellingsfactoren 
priemgetallen zijn, is tot nu toe geen algemeene vorm 
gevonden. 

HöLDER *), Fbobenius '), BuRNsiDE ^) hebben wel 
verschillende oplosbare groepen van meer of minder 
algemeenen vorm gegeven, maar overigens leidt de the- 
orie der substitutiegroepen in haar tegenwoordige ont- 
wikkeling ons nog niet tot de kennis van de algemeene 
gedaante van de groepen der algebraïsch oplosbare on- 
ontbindbare vergelijkingen van deelbaren graad. 

Voor de vergelijkingen van priemgraad hebben de 
stellingen van Galois het vraagstuk geheel opgelost. 

') Mathematische Annalen, XL. *) Berl. Sitzungsber. 4895. 
3) Proc. London Math. Soc. XXVI. 



STELLINGEN. 



I. 

Het kriterium van Galois voor de algebraïsche oplos- 
baarheid van hoogere-machtsvergelijkingen is tot nu toe 
practisch onbruikbaar, wanneer uitgemaakt moet worden 
of eene hoogere-machtsvergelijking met gegeven getallen- 
coëflScienten al of niet oplosbaar is door wortelgrootheden. 

II. 

Niet Caüchy maar Rufpini is te beschouwen als de 
grondlegger van de theorie der substitutiegroepen. 

HL 

Weber's formuleering van de ^Stelling van Abel": 

Jede mögliche Reduction der GALOis'schen 
Gruppe wird herbeigeführt durch Adjunction 

einer natürlichen Irrationalitat ') 

is onjuist. 

IV. 

Het bewijs voor de onontbindbaarheid van de verge- 
lijking voor de verdeeling van den cirkel in een ondeel- 



) Weber. Algebra, 4e Auflage. Bnd. I, BIz, 516. 



baar aantal gelijke deelen, dat men vindt bij Nbtto '), 
is onvolledig. 

V. 

De onderverdeeling van de groepentheorie, die men 
vindt onder J4 in den „Index du réportoire bibliogra- 
phique des sciences mathématiques*' is onlogisch. 



VL 

Het gebruik van den naam ,,nevengroep*' voor de 
rijen substituties («), (/?), van § 44 is af te keuren ^). 



VII. 

Bij eene wetenschappelijke behandeling van de grond- 
slagen der meetkunde is het wenschelijk af te zien van 
de axioma's en de bepalingen in den Ecclidischen vorm 
en als uitgangspunt te kiezen de grondeigenschappen 
van de continue groepen. 



VIII. 

Het is wenschelijk de begrippen , operatiesymbool" en 
.grootheid" scherper te scheiden dan dikwijls gedaan 
wordt. 

IX. 

De kwikziiver-calomel-elektrode in '/lo N.-chloorka- 
liumoplossing verdient als normaalelectrode de voorkeur 
boven de waterstofelectrode in normaal zuur. 



*) Netto. Substitutionentheorie. Bldz. 174. 

*) Weber. § 154. KiRKMAN. Mem. of the lit. and phil. Society of 
Manchester, Serie 3, Vol. I, Bldz. 274. 



X. 

Het onderwijs in de natuurkunde aan de Hoogere 
Burgerscholen met vijfjarigen cursus wordt veel te hoog 
opgevoerd. 

XL 

Het is niet wenschelijk, den moleculairen druk op 
een vlakte-element te definieeren als de kracht, waarmee 
alle stof aan den eenen kant van het platte vlak, waarin 
het element gelegen is, het stoffelijk zuiltje met dat 
element tot grondvlak, aan den anderen kant van het 
vlak gelegen en loodrecht hierop rustend, aantrekt in 
de richting normaal op dit vlak. >) 

XII. 

Ten onrechte zegt prof. G. Hbymans ^) : 

.... Nach alledem ware also das Tragheits- 
princip nicht ein empirisches Gesetz und auch 
nicht ein apriorisches Axiom, sondern eine Schluss- 
folgerung aus empirischen und apriorischen 

Daten 

die aussergewöhnliche Gewissheit 

[desselben] sowie die Beziehung desselben auf 
absolute Bewegung [ist] der Mitwirkung apri- 
orischer Daten zu verdanken 

XIII. 

De onjuistheid van prof Bolland's uitingen ') over 
irrationale getallen vindt zijn oorzaak in eene te beperkte 
opvatting van het getalbegrip. 



O H. Hulshof. Dissertatie Amsterdam, 1900, bldz. 37. 
*) Die Gesetze und Elemente des Wissenschaftlichen Denkeiis, 1894, 
2ter Band. BIz. 438. 

^) Aanschouwing en verstand. Leiden 1897. 



